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Resumo: O objetivo € apresentar uma atividade de ensine g
estimule a percepcdo da propriedade de o conjundbs d
nameros racionais ser denso no conjunto dos reBsta
atividade € baseada em uma animacéao eletrénicadarigelo
presente autor, e desenvolvida com recursos da €@am
Dinamica, de maneira que permita ao aluno, de forma
autdbnoma, explorar tal propriedade de densidade.
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Abstract: The aim is to present a teaching activity that
stimulates the perception that the set of rationambers is
dense in the set of real numbers. This activithpased on an
electronic animation created by the presenting auytand was
developed with Dynamic Geometry’s tools, in a vy allows
the student to explore such density property autongly.
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1. INTRODUCAO

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) orientam

tanto para o ensino fundamental, quanto para me@msiédio,

gue uma abordagem para o0 ensino de Matematica deve
possibilitar ao aluno participar ativamente do psso de
construgéo de seus conhecimentos. Enquanto a coagéni do
conhecimento matematico, e a validacdo destesAsepdla
I6gica dedutiva, os PCN alertam que o0 ensino dste de
conhecimento pode se basear em outros métodos:

Na criagcdo desse conhecimento, contudo, interferem
processos heuristicos e intervém a criatividadesenso
estético, do mesmo modo que em outras areas do
conhecimento. A partir da observacdo de casos
particulares, as regularidades sdo desvendadas, as
conjecturas e teorias matematicas sao formuladsse E
carater indutivo €, em geral, pouco destacado aquaed
trata da comunicacdo ou do ensino do conhecimento
matematico. (BRASIL, 1998, p. 26)

Os PCN também apresentam orientagbes com relacdo a
escolha de topicos de estudta selecdo e organizacao de
conteudos deve levar em conta sua relevancia secwslia
contribuicdo para o desenvolvimento intelectuabtimo [...]"

(p. 57). Em particular, encontramos referéncia astiio da
aproximacado numeérica, questdo esta que envolvec@onde
densidade.
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O ensino do conhecimento relacionado com a dersidad
dos numeros racionais no conjunto dos reais, assino com
a densidade dos numeros irracionais no conjuntoreks, ja
foi objeto de pesquisa em alguns estudos, nacioeais
internacionais, que evidenciam o desconhecimentstade
propriedade, tanto no ensino basico quanto no erssiperior.
Em (PENTEADO; SILVA, 2010), por exemplo, encontramo
um breve panorama sobre o assunto, em termos deiges
em Educacdo Matematica. Neste artigo, 0os autordsam as
concepcdes de professores do ensino médio sohrestéiq da
densidade no conjunto dos reais, além das reagd¢ssdrente
a uma proposta de ensino a partir de dois procedaveum
deles baseado na média aritmética de dois nUmeoosutro
inspirado no método da diagonalizacdo utilizado @antor
para provar que o conjunto dos numeros reais ndo é
enumeravel. Penteado e Silva concluem a pesquesiaréo
gue os professores participantes consideraram sibgmRade
de utilizar a intervencdo proposta em suas auldgando-a
adequada e exequivel.

A justificativa aqui considerada para a atencdo em
propostas de ensino para a no¢ao de densidadenjumimodos
nameros reais pode ser completada com a pesqubzada
por Santos (2007), que investigou como alguns sididéaticos
de Matematica atuais desenvolvem o tema, niUmeais Essa
pesquisa mostrou uma auséncia quase total, n@s teixiaticos
escolares, da nocdo de densidade, entre outrososopna
construcdo dos numeros reais.

O objetivo deste artigo € apresentar uma atividdde
ensino que estimule a percep¢ao da propriedadecdajonto

161

lon M. Gongalves

dos numeros racionais ser denso no conjunto dads. festa
atividade é baseada em uma animacao eletrénicdacpalo
presente autor, e desenvolvida no programa GeoGglera
autoria deMarkus Hohenwartgrde maneira que permita ao
aluno do terceiro ou quarto ciclo do ensino fundatade de
forma autbnoma, explorar tal propriedade de dedsida

A fim de qualificar o potencial didatico da ativitlg é
importante esclarecer o0s principios utilizados naa s
elaboracdo. Com relacdo a propriedade densidaaleirecao
eletrénica estimula o aluno a perceber que entre glantos
distintos quaisquer da reta numérica sempre eMist&imero
racional. Uma vez que se entenda que a reta nuaneéric
representa a nocdo de conjunto dos nameros resia, e
percepc¢édo do aluno pode se transformar na congedeirque
dados dois numeros reais distintos quaisquer, seaxiste um
namero racional entre eles, fato que caracteripeopriedade
de densidade do conjunto dos numeros racionaisonumto
dos reais.

O tipo de registro de representacado utilizado éaspecto
importante para o valor didatico da atividade. Estdaseia na
representacdo geométrica com o objetivo de ateadeéuas
orientacbes importantes dos PCN, a utilizagdo deretites
representacdes dos numeros e a de evitar uma gbaorda
formal no inicio do estudo dos numeros irracion&®m
relacdo a primeira orientacdo, podemos diferencéar
abordagem geométrica aqui proposta, por exemplm ©s
meétodos utilizados por Penteado e Silva (2007), que
basicamente apresentam somente representacdesicalgéd
decimais, além da lingua natural.
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A abordagem informal proposta na atividade seraadpo
no uso de outro tipo de recurso didatico, tambérterizente
incentivado pelos PCN, as novas tecnologias. SegasdPCN,
0s recursos das novas tecnologias podem evideparar os
alunos “a importancia do papel da linguagem gr&ida novas
formas de representacdo, permitindo novas estastéde
abordagem de variados problemas”; pode “auxiliapmzesso
de construcdo de conhecimento”, além de servir tconeio
para desenvolver autonomia pelo uso de softwares qu
possibilitem pensar, refletir e criar solucdes” @&RL, 1998,

p. 44). Os PCN também apontam que, ainda com metgaso
das novas tecnologias, “tudo indica que pode sergtande
aliado do desenvolvimento cognitivo dos alunos,
principalmente na medida em que possibilita o
desenvolvimento de um trabalho que se adapta @tdst
ritmos de aprendizagem e permite que o aluno apreondh
seus erros” (IBIDEM, p. 44).

2. A ATIVIDADE DE ENSINO

A atividade que motivou a preparacdo deste artigo é
realizada a partir de uma animacao eletrbnica gpeesenta a
reta numeérica, destacando a unidade de medida. éramb
representa dois pontos, A e B, que podem ser agekiscsobre
a reta, além de dois parametros numéricos chandslpse q,

que também podem variar de posicdo na animacao.

Representacbes de numeros racionais positivos pagim
obtidas fazendo-se deslizar os parametros p e anidacao

indica numeros racionais pela representacdo fradernporém
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enfatiza a sua representacdo geométrica. A repagsen
grafica dindamica é de tal maneira que, a medidasguaria o
valor de p, o aluno vé multiplos de 1/q sendo ndosana reta.
A seguir, na figura 1, apresentamos uma ilustragao
atividade, quando se escolhegq=2ep=09.

7 Densidade.ggb ===
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Figura 1 - Representacdo geométrica da fragédo 9/2.

O usuario da animacéo sera levado a perceber quagu
o valor de p for suficientemente grande, p/q seaondo que
B. Com a escolha arbitraria feita para q, o aluromep
encontrar, ou ndo, um numero racional entre A eNB.
animacao eletronica, a verificagdo de que o numacmnal
esta, ou néo, entre A e B é feita de modo simplegor meio
da visualizacdo. No exemplo da figura 1, € imedcaostatar
gue nao é possivel encontrar p/q entre A e B, quand 2.
Caso 0 aluno ndo encontre um numero racional &ner®&, ele
pode tentar novamente mudando os parametros pazgarte
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da atividade entender o papel de cada parameteogpPor
exemplo, seguindo a situacédo encontrada na figumaluno
pode variar 0 parametro p como quiser, mas naoegoirs
atingir o objetivo. Assim, ele seré obrigado a lansgna nova
posicdo para o parametro g. A expectativa é deeyyrorando
e experimentando diferentes posi¢coes de p e qyrmatlentro
de seu ritmo de aprendizagem, sempre consiga eacaih
namero racional entre 0os pontos A e B e de querienda o
papel dos parametros p e Q.

Lembrando que o propdésito é perceber que entre dois
pontos distintos quaisquer da reta numeérica semiste um
namero racional, € importante variar também ascpesi para
0s pontos A e B. Assim, quando o aluno conseguor@nar
uma fracdo (ou seja, um nuamero racional) entreBA @éeve-se
pedir para ele considerar uma nova posicao parabB) de
preferéncia deixando-os mais proximos. Junto com o
entendimento do papel dos parametros p e g, estegd@a livre
dos pontos A e B é que deve levar o aluno a perceabe
propriedade de densidade dos racionais na retariuamé

A verificacdo de que existe um ndmero racional eentr
pontos A e B variados por meio de visualizacdo sempre é
tdo simples. Podem ocorrer dividas quando os pantesB
estiverem muito proximos, por exemplo. Um recurso
disponivel e muito util para esta atividade € aafeenta do
GeoGebra que permite ampliar. Se acontecer deno dicar
na davida se o numero racional ficou entre A elBn&o, basta
lancar mao de tal ferramenta. Vejamos as figuras 2, a
seguir. O aluno pode ficar na duvida, ao visualzfgura 2, se
existe uma fracao do tipo p/7 entre A e B.

165

lon M. Gongalves

°

-]

_f\I’ § = AR Ny N [ O » % AR W W )

r\z\r\ll,\:\,,”:”\,‘l\ \,yH1”\l\“/\‘\,\l‘,\f\“,\”r\“H UiV
L KGR L Lt b i n B S s B B el

11 K \

[l L T L T

| D, g )

R I O R R T
0 1 AB 36

7

Figura 2 - Parte da visao inicial.
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Com o recurso da ampliacdo, € imediato, por meio da
visualizacdo mesmo (veja a figura 3), concluir gée existe
uma fracdo de denominador 7 entre A e B.

Figura 3 - Pedaco da visao ampliada.
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Se o leitor quiser testar por conta propria a liddule das
propostas sugeridas aqui, sugerimos visitar o egdemna
internet,

http://ionmoutinho.blogspot.com.br/2012/02/recordmsn-
densidade-dos-numeros.html

3. APLICACOES DA ATIVIDADE DE ENSINO

Além de induzir o aluno a perceber a propriedade de
densidade dos numeros racionais no conjunto das, rea
animacdao eletrénica também pode ser util na didoussbre o
fato da reta numérica ndo ser coberta pelos nunmacteais.
Deixando um dos pontos de lado, digamos o ponfmBemos
colocar como desafio para um aluno tentar fazerragcional
coincidir exatamente com o0 ponto A da animacdo.a Pel
liberdade de escolha dos parametros p e q que naagio
oferece, é razoavel ficar em duvida se o conjun®rdimeros
racionais coincide com a reta numeérica ou néo.

A figura 4 mostra uma situacdo onde se escolhelugar
para o ponto A e na qual alguns racionais de deremor 13
foram marcados. Aparentemente, pela figura, umgadrade
denominador 13 coincide exatamente com o ponto A.
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Figura 4 - Tentativa de fazer uma fracao de denadunl13
coincidir com o ponto A.

Agora, usando a ferramenta de ampliacao (vide didi)r
vemos claramente que o ponto A ndo coincide conmuraea
fracdo de denominador 13.

7 Densidadeggb =R
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 5 - Parte da figura anterior, depois de &dal
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Neste tipo de atividade, praticamente sempre ogorae
duvida sobre a existéncia de um racional que adénciom
cada ponto da reta numérica. Assim, apesar de poder
perceber que todo ponto da reta numérica podepsexienado
por um racional, ndo esta claro que todo pontetinumérica
representa um numero racional.

Outro aspecto interessante sobre a atividade érelatao
a realizacdo da prova de que o conjunto dos nunregis €
denso no conjunto dos reais. Deve ficar claro paauno que
a verificagao livre da propriedade, entre dois psrdistintos
quaisquer da representacdo da reta numérica sexigte um
racional, ndo serve de modo algum como uma prova
matematica. Entretanto, para o aluno, a observagdo
funcionamento da animacao eletronica e a vivénbidd® a
partir do seu uso bem podem servir como um guia ha
elaboracdo de uma prova formal, nos moldes do que
encontramos numa disciplina de Analise em cursos de
Matematica no ensino superior.

4. CONSIDERACOES FINAIS

Poder explorar e experimentar, ou seja, Vvivenciar
representagdes virtuais dindmicas sdo O6timas opdsdes
para o processo de construcdo de conhecimentaido.dt os
programas de Geometria Dinamica tém se destacanhm co
ferramentas eficientes para estes propositos. Anagdo
eletrbnica apresentada e analisada aqui pode begpadh o
aluno explorar e experimentar sobre o comportamelgo
distribuicdo dos numeros racionais no conjunto réagss. Um
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destaque para a animagcdo € que ela ajuda a analisar
comportamento numérico por meio de visualizacadamdo,
assim, eventuais obstaculos como uso de repredestac
decimais, principalmente infinitas, e uso de repmes;0es
simbdlicas, principalmente quando se exige mangdes
algébricas que podem ainda néo ter significado @atano.
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