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1

Conjuntos

1.1 Numeros Naturais

Todos aprendemos que os nimeros de contagem sdo chamados de nua-
meros naturais e representados da seguinte forma

N={1,2,3,4,...}.

A formalizacdo da matemadtica nos ajuda a construir os objetos matemati-
cos. O ponto de partida para a construcao desses objetos sdo chamados de
axiomas [

O conjunto dos nimeros naturais é caracterizado pelos seguintes fatos:

1. Todo niimero natural tem um sucessor, que ainda é um nimero natu-
ral. Além disso, nimeros diferentes tém sucessores diferentes;

2. Existe um dnico niimero natural, denotado por 1, que nao é sucessor
de nenhum outro;

3. Se um conjunto de nimeros naturais contém o nimero 1 e contém
também o sucessor de cada um dos seus elementos, entdo esse conjunto
contém todos os ntimeros naturais.

Essas trés propriedades sdo conhecidas como os axiomas de Peand?|[| O
axioma 3 é conhecido como o principio da indugdo. Matematicamente,
esses axiomas sdo escritos da seguinte maneira:

lsubstantivo masculino 1. fil premissa considerada necessariamente evidente e verda-
deira, fundamento de uma demonstracdo, porém ela mesma indemonstravel, originada,
segundo a tradicdo racionalista, de principios inatos da consciéncia ou, segundo os empi-
ristas, de generalizagbes da observagdo empirica [O principio aristotélico da contradi¢io
("nada pode ser e ndo ser simultaneamente") foi considerado desde a Antiguidade um
axioma fundamental da filosofia.]. 2. p.ext. maxima, provérbio, sentenga.

*https://pt.wikipedia.org/wiki/Axiomas_de_Peano

3Giuseppe Peano - https://pt.wikipedia.org/wiki/Giuseppe_Peano
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1. Existe uma funcao injetiva s : N — N. A imagem s(n) de cada
numero natural n € N chama-se o sucessor de n;

2. Existe um tnico nimero natural, denotado por 1 € N, tal que 1 # s(n)
para todo n € N;

3. Se um conjunto X C N étal que 1 € X e s(X) C X, entdo X =N,

O principio da inducdo serve de base para um método de demonstracio
de teoremas sobre nimeros naturais, conhecido como o método de indu-
¢do: "se uma propriedade P é valida para o ntimero 1 e se, supondo P valida
para o numero n daf resultar que P é vélida também para seu sucessor s(n),
entdao P ¢é valida para todos os ntimeros naturais". Por exemplo, provaremos
por inducdo a seguinte propriedade

P : para todo n € N, tem-se s(n) # n.

De fato, esta afirmacdo é valida para n = 1 pois, pelo axioma 2, segue
que 1 # s(n) para todo n, em particular, 1 # s(1). Supondo-a verdadeira
para um certo n € N, vale n # s(n). Como a funcdo s é injetiva, resulta
s(n) # s(s(n)), isto é, afirmacao é verdadeira para s(n).

Denotamos entao 2 = s(1) (2 é o sucessor de 1), 3 = s(2) (3 é o sucessor
de 2), 4 = s(3) (4 é o sucessor de 3), etc. ...

Definimos no conjunto N dos niimeros naturais duas operacoes funda-
mentais: adi¢do, que associa a cada par de nimeros (m,n) sua soma m +n,
e a multiplicagdo, que corresponde ao par (m,n) seu produto m.n. Essas
operagoes sao caracterizadas pelas seguintes igualdades:

e m+1=s(m);

e m+ s(n) =s(m+n);
o m.1l =m;

e m.s(n) =m.n+m.

Para mais detalhes quanto a existéncia e unicidade das operacdes dos
numeros naturais veja na referéncia "Curso de Anélise, vol 1., Elon Lages
Lima". E possivel demonstrar por inducao as seguintes propriedades:

e associatividade: (m +n) +p=m+ (n+ p);
e distributividade: m.(n + p) = m.n + m.p;
e comutatividade: m+n=n+m m.n =n.m;

e leidocorte: m+n=m+p=—=n=p mn=mp=—n=nyp.
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Vamos agora definir uma relagao de ordenﬁ em N, ou seja, um jeito
de compararmos niimeros naturais. Dados m,n € N, dizemos que m < n
quando existe p € N tal que n = m+p. Neste caso, diz-se que m é menor do
que n. A notagdo m < n significa que m < n ou m = n. Com esta definigdo,
dados m,n,p € N é possivel provar que vale a propriedade

e transitividade: m <n,n <p=— m < p;

além disso, vale uma, e somente uma, das trés alternativas:
m=mn ou m<n ou n<m.

Para cada niimero n € N, chamaremos I,, o conjunto dos niimeros natu-
rais < n, isto é, I, = {1,2,...,n}. A relacdo de ordem definida no conjunto
dos niimeros naturais nos permite provar o seguinte

Teorema 1.1.1. (Principio da boa-ordenacio) Todo subconjunto nao vazio
A C N possui um menor elemento, isto €, um elemento ng € A tal que
ng < n para todon € A.

Demonstragdo. Se 1 € A, entdo 1 é o menor elemento de A. Supondo agora
que 1 ¢ A, consideremos o conjunto X = {m € N; I, C N\ A}. Vemos
que 1 € X jid que I; = {1} € N\ A. Por outro lado, como A # (), temos
que X # N. Dai segue que nao vale o axioma 3, isto é, existe n € X tal que
n+1¢ X. Entao I, C N\ Amas ng =n+1 € A. Logo ng é o menor
elemento de A. O

1.2 Conjuntos Finitos e Infinitos

Para cada n € N, denotaremos I,, = {1,2,...,n}.

Dizemos que um conjunto X é finito quando X é vazio ou quando existe
n € N tal que ¢ : I, — X é uma funcdo bijetiva. A cardinalidade do
conjunto X, denotado por card X, é o niimero de elementos de X. Se X = (),
entao card X = 0, e se existe bijecdo ¢ : I, — X, entdo card X = n.

Segue direto da definicdo que X tem n elementos se, e somente se, X =
{z1,...,2,} onde z; # x; para todos 1 < i # j < n. Abaixo, enunciaremos
algumas propriedades sobre conjuntos finitos. As demonstragoes ficam como
exercicio.

Proposicao 1.2.1. Sejam X e Y conjuntos ndo vazios e f: X — Y uma
funcdo.

(a) Se X CY eY € finito, entao X € finito e card X < cardY .

(b) Se f é uma bije¢io, entao X € finito se, e somente se, Y € finito.
Neste caso card X = cardY .

4No capitulo 2 definiremos com mais rigor este conceito.
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(c) Se f é injetiva e Y € finito, entdo X é finito e card X < cardY .
(d) Se f € sobrejetiva e X € finito, entao Y € finito e cardY < card X.

Corolario 1.2.1. Se X € um conjunto finito e nao vazio, entdo ndo existe
bijecio entre X e qualquer parte propria de X.

Proposicao 1.2.2. Sejam X1, ..., X, conjuntos finitos e nao vazios. Temos
que

(a) Uy X; € finito e card(Uj—y Xi) < Yivq card X;. Se os X; sdo dois a
dois disjuntos, entao card(J;—y X;) = > i card X;.

b) II"_, X; € finito e card(II"_, X;) = card X1 - ... - card X,,.
1=1 =1

Seja X um subconjunto ndo vazio de N. Dizemos que X é limitado
quando existe N € N tal que n < N para todo n € X. A proposi¢do a
seguir define uma caracterizagdo dos conjuntos finitos.

Proposicao 1.2.3. Se X é um subconjunto nao vazio de N, entdo X € finito
se, e somente se, X € limitado.

Dizemos que um conjunto X é infinito quando X nao é finito, isto é,
X # () e para todo n € N nao existe nenhuma bije¢ao entre I, e X.

Por exemplo, o conjunto dos niimeros naturais N ¢é infinito. Com efeito,
sendo P = {2,4,...,2n,...}, temos que P ; N e a fungdo f : N — P dada

por f(n) = 2n para todo n € N é bijetiva, o que mostra que existe uma
bijecao entre N e uma parte propria de N.

Proposicao 1.2.4. Sejam X e Y conjuntos ndo vazios e f: X — Y uma
fungdo.

(a) Se X CY e X € infinito, entao Y € infinito.
(b) Se f é bijetiva, entdo X € infinito se, e somente se, Y € infinito.
(c) Se [ é injetiva e X é infinito, entao Y € infinito.

(d) Se f € sobrejetiva e Y é infinito, entao X € infinito.

1.3 Conjuntos Enumeraveis

Dizemos que um conjunto X é enumeravel quando X é finito ou quando
existe uma bijecdo ¢ : N — X.

Segue direto da definicdo que X é um conjunto infinito e enumeravel se,
e somente se, X = {z,,; n € N} onde os z,, sdo distintos.
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Por exemplo, é claro que o conjunto dos niimeros naturais N é enumera-
vel. Mais ainda, o conjunto dos ntimeros inteiros Z = {...,—-2,—1,0,1,2,...}
é enumeravel, basta considerar a bijecao ¥ : Z — N onde

2n,n > 0;
vin) _{ —2n+1,n<0.
Vamos denotar por Z* = Z — {0}.

Proposicao 1.3.1. Se X € um conjunto infinito, entdo existe um subcon-
junto A de X tal que A € infinito e enumerdvel.

Demonstragio. Seja X um conjunto infinito. Logo X # (). Tome 77 € X.
Considere Xo = X \ {z1}. Logo X3 é infinito e dai X5 # ). Tome x5 € X,
e considere X3 = X5\ {z2} = X \ {21, 22}. Logo X3 é infinito e dai X3 # 0.
Continuando com este processo, determinamos elementos z,, € X tais que
r1 € X exy, € X\ {z1,...,2n-1}. Seja A = {z,,; n € N}. Como os z,
sao distintos temos que A é enumeréavel. De outra forma ¢ : N — A onde
©(n) = x, para todo n € N ¢é bijetiva. O

As demonstracdes das proposigoes a seguir sao similares ao caso de con-
juntos finitos e por isso ficam como exercicio.

Proposicao 1.3.2. Sejam X e Y conjuntos ndo vazios e f: X — Y uma
funcdo.

(a) Se X CY eY € enumerdvel, entio X €é enumerdvel.

(b) Se f € bijetiva, entao X € enumerdvel se, e somente se, Y é enume-
rdvel.

(c) Se [ é injetiva e Y é enumerdvel, entdo X €é enumerdvel.

(d) Se f € sobrejetiva e X é enumerdvel, entao Y €é enumerdvel.
Proposicao 1.3.3. Sejam X;, ¢ € N conjuntos enumerdveis.

(a) U X; é enumerdvel.

(b) X1 x...x X, éenumerdvel

O conjunto dos nimeros racionais Q = {p/q; p € Z,q € Z*} é enumers-
vel. Com efeito, a funcdo f : Z x Z* — Q definida por f(p,q) = p/q para
todos p,q € Z com q # 0 é sobrejetiva.

Daremos agora um exemplo de um conjunto que nao é enumeravel. Seja

{0, 1N ={0,1} x {0,1} x {0,1} x ...,
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isto ¢, {0,1N = {(21,22,...,2n,...); 2, € {0,1}Vn € N}. Suponhamos,
por absurdo, que {0, 1} é enumeravel. Logo

{0, 1}N ={51,82,..,8n,.. -}

Temos entdao que s; = (1, %42, .., Tik,...), onde x;; € {0,1}, para to-
dos i,j € N. Seja s = (ai,ag,...,an,...) onde a; # x;; para todo i €
N. Deste modo, s € {0,1}" mas s # s; para todo i € N donde s ¢
{51,82,...,8n,...} = {0,1}, 0 que é um absurdo. Portanto {0, 1}" ndo

é enumeravel.

Na secao anterior, definimos a cardinalidade de um conjunto finito. Mais
geralmente, dizemos que os conjuntos X e Y tém a mesma cardinalidade,
e denotamos card X = cardY, quando existe uma bijecdo entre X e Y.
Consequentemente, se X e Y sdo finitos, entao eles possuem a mesma cardi-
nalidade se, e somente se, tém o mesmo nimero de elementos. Denotaremos
a cardinalidade de N por cardN = R (leia-se: aleph zero)ﬂ Assim, todo
conjunto infinito e enumeravel tem cardinalidade Ry. Por exemplo, Z e Q
tem cardinalidade Ny. Mais a frente, daremos exemplos de conjuntos nao
enumeraveis que tem a mesma cardinalidade.

Shttps://pt.wikipedia.org/wiki/Namero_aleph


https://pt.wikipedia.org/wiki/N�mero_aleph

2

Numeros Reais

2.1 Corpo

Seja K um conjunto nao vazio munido de duas operagdes, denominadas
adi¢do (+) e multiplicacao (-). Dizemos que K é um corpo quando satisfaz
as seguintes condigoes: as operacoes de adigdo e multiplicacio sdo fechadas
em K, isto é,

+: KxK—K K xK-—K
(z,y) >z +y (@,y) =z -y

T +y =1y + x, para todos z,y € K;
A2) x4 (y+2) = (z +y) + 2, para todos z,y, z € K;
existe um elemento Ox € K tal que x + 0 = z, para todo x € K

A4) para todo z € K, existe y € K tal que x +y = O;

y.z) = (z.y).z, para todos z,y,z € K;

(

(
(M3) existe um elemento 1x € K tal que z.1x = x, para todo z € K;
(M4

)
)
)
)
M1) z.y = y.x, para todos z,y € K;
) @
)
) para todo x € K, x # Ok, existe y € K tal que z.y = 1.
) @

(D) z.(y + 2) = .y + x.2, para todos x,y,z € K.
Isto significa que as operacoes de adicdo e multiplicacdo em um corpo
satisfazem a comutatividade, associatividade, existéncia do elemento neutro,
existéncia do elemento inverso e distributividade.

Exemplo 2.1.1. (N, +,.) e (Z,+,.) ndo sdo corpos com as operagoes usuais
de adicao e multiplicacao.
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Exemplo 2.1.2. (Q,+,.) é um corpo onde as operagoes de adi¢io e multi-
plicagdo sdo definidas da sequinte maneira
p m _pntmg p m _ pm
q n qan q n qn
para todos p,q,m,n € Z com q# 0 en # 0.

Exemplo 2.1.3. Denote por Q[z] o conjunto dos polinémios em Q cujos
coeficientes sao numeros racionais. Seja K = Q[x]/Qlx], isto é,

_ {W)  pla)sao) € Qle] e gla) £ 0}

Definindo adigcdo e multiplicacdo por

p(x)  m(z) _ p@)n(z) + mz)g(z)  ple) mz) _ plz)mz)

gx)  n(x) q(z)n(x) q(z) n(x)  q(z)n(z)

para todos p(x),q(z),m(x),n(x) € Q[z] com q(x) # 0 e n(z) # 0, temos
que (K,+,.) é um corpo. Se trocarmos Q por um corpo L qualquer, ainda
teriamos que K é um corpo?

Exemplo 2.1.4. Seja K = {(a,b); a,b € Q} munido das operagoes

{(,)+<,) (a+ ¢, b+ d);
(a,b).(c,d) = (ac — bd) + (ad + be)

para todos a,b,c,d € Q. Temos que (K,+,.) é um corpo.

Exemplo 2.1.5. O conjunto Zy = {0,1} dos inteiros médulo 2 com suas
operagoes usuais € um corpo. Mais geralmente, é possivel provar que o con-
Junto dos inteiros moédulo p, denotado por Z, é um corpo se, e somente se,
p € um numero primo.

Em um corpo K, as seguintes afirmacoes sdo verdadeiras:
(i) O elemento neutro da adigdo em K ¢é tinico e serda denotado por 0.
(ii) Se z,y,z € K sao tais que = +y = = + z, entdo y = z.

(iii) O elemento inverso da adi¢do é tinico. Neste caso, para cada = € K,
denotaremos seu inverso aditivo por —x. Mais ainda, se x,y € K,
entdo r —y = x + (—y).

(iv) O elemento neutro da multiplicagdo em K é tinico e serd denotado por
1.

(v) Se z,y,z € K \ {0} sdo tais que z.y = z.z, entdo y = z.
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(vi) O elemento inverso da multiplicacdo é tinico. Neste caso, para cada

z € K\ {0} denotaremos seu inverso multiplicativo por ! ou 2.
Mais ainda, se z,y € K e y # 0, entdo % =zy !l = :1:%

A verificacido dessas afirmacoes fica como exercicio.
Num corpo K, usaremos as seguintes notacoes: se x € K, entao

nt=x+...+x e 2"=x-...-x
—_——— —
n—vezes n—vezes

para todo n € N.

2.2 Corpo Ordenado

Dizemos que K é um corpo ordenado quando K é um corpo e existe
P C K tal que

(i) 0 ¢ P;
(i) x+y € P e x.y € P, para todos z,y € P;
(iii) K =P U {0} U (—P) onde —P = {—z; z € P}.

Neste caso, P é dito o conjunto dos elementos positivos de K. Salve indi-
cacdo contraria, sempre que o corpo for ordenado, iremos inidicar por P o
conjunto dos elementos positivos.

A primeira proposi¢do nos da uma propriedade importante de um corpo
ordenado e, em geral, muito util para mostrarmos quando um corpo K nao
é ordenado.

Proposicao 2.2.1. Seja K um corpo ordenado. Se x € K \ {0}, entao
x? € P. Em particular, 1 € P.

Demonstragio. Seja x € K tal que z # 0. Entdo por (iii), = € P ou
x € (—P). Se x € P, temos que x> = x.x € P por (ii). Agora, se x € (—P),
entdo x = —y onde y € P. Mas 22 = (—y).(—y) = y € P por (i) ji que
y € P. Portanto, em qualquer um dos casos provamos que x> € P. Em
particular, 1 #0 e 1 =12 € P. O

Exemplo 2.2.1. O conjnuto Q é um corpo ordenado pois claramente vemos
que o subconjunto P = {z € Q; x > 0} € o conjunto dos elementos positivos

de Q.

Exemplo 2.2.2. O corpo K = {(a,b); a,b € Q} definido no exemplo [2.1.4
ndo € ordenado. Com efeito, suponhando K ordenado, o elemento (0,1) €
K, (0,1) # (0,0) e (0,1)2 = —(1,0) € (—=P) pois (1,0) € P, e isto contraria
a proposicao anterior.
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Exemplo 2.2.3. O corpo dos inteiros modulo 2 ndo é ordenado pois, caso
contrdrio, como 1 € P teriamos 0 = 1+ 1 € P, o que é um absurdo.
Analogamente, se p é um nimero primo, entdo o corpo Z, nao é ordenado.

Seja K um corpo ordenado. Definimos < uma relagdo sobre K da se-
guinte maneira: para todos z,y € K, temos

r<y < y—z€P.
Notacgao: y > z é equivalente a z < y.

Proposicao 2.2.2. Seja K um corpo ordenado. Se x,y,z € K, entdo valem
as sequintes afirmagoes:

(a) x € P se, e somente se, 0 < x;

(b)) x=youx<youy<uz;

(c) sex<yey<z, enltiox < z;

(d) se x <y, entdo x+ 2z <y+ z;

(e) sex <y, entdo r.z < y.z para 0 < z e y.z < x.z para z < 0.
Demonstracao. Exercicio. ]

Seja K um corpo ordenado. Definimos < uma relagdo sobre K da se-
guinte maneira: para todos z,y € K, temos

r<y <= y—xzePU{0}

O conjunto P U {0} é chamado o conjunto dos elementos ndo negativos de
K. Notagdo: y > x é equivalente a = < y.

Proposicao 2.2.3. Sejam K um corpo ordenado. A relagio < definida
anteriormente € reflexiva, antissimétrica e transitiva, isto €, para todos
x,y,z € K, temos

(a) v < x;
(b) sex<yey<ux, entio xr =y;
(c) sex<yey<z entiox < z.
Demonstracdo. Exercicio. ]

A proposigdo anterior nos diz que a relagio < num corpo ordenado é
uma relagdo de ordem. E possivel, em certos conjuntos, definirmos uma
relagdo de ordem porém nem todos os elementos sdo "comparaveis". Por
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exemplo, se X é um conjunto ndo vazio, considere em P(X) (o conjunto das
partes de X)), a seguinte relagao

A<B < ACB

para A, B € P(X). Nem sempre, dados A, B C X, temos A C B ou B C A,
de modo que essa ordem vale somente para alguns elementos de P(X). Neste
caso, dizemos que < é uma relacdo de ordem parcial e que P(X) é um
conjunto parcialmente ordenado.

A proposicao a seguir nos diz que o corpo dos nimeros racionais Q pode
ser "mergulhado'em qualquer corpo ordenado, ou simplesmente, dizemos
que todo corpo ordenado contém o corpo dos racionais. Mais precisamente,

Proposicao 2.2.4. Seja K uwm corpo ordenado. Existe uma fungdo injetiva
f:Q — K. Em particular, K € um conjunto infinito.

Demonstragdo. Daremos a ideia da construcdo desta funcdo. Os detalhes
da demonstracdo ficam a cargo do leitor.

Seja ¢ : N — K definida por ¢(n) = n.1 para todo n € N. Desta forma
@ é injetiva. Em particular, como N ¢é infinito, temos que K ¢ infinito.
Agora, defina ¢ : Z — K onde

p(n), n>0
PY(n)=4¢ 0, n=0
_90(_”)? n<0

para todo n € Z. FEntdo ¢ definida desta maneira é injetiva. Por fim,

considere f : Q — K dada por f(p/q) = ¥(p)/1¥(q) para todo p/q € Q.
Assim, f é injetiva. O

Seja K um corpo ordenado. Para cada x € K, definimos o valor abso-
luto de z, denotado por |z|, do seguinte modo

| = z, x>0
] -z, <0

Proposicao 2.2.5. Sejam K um corpo ordenado e x,y € K. Valem as
sequintes propriedades:

(a) |x| =0 se, e somente se, x = 0;
(b) x <|z| e —x < |z|;

(¢) |lz-yl = |z[-lyl;

(d) |z +yl < o +[yl;

(e) para todos a,e € K, € > 0, temos |xr — a| < € se, e somente se,
a—e<zxr<a-te.
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Demonstracao. Exercicio. ]

A propriedade (d) da proposicao anterior é chamada desigualdade tri-
angular.

2.3 Corpo Ordenado Completo

Sejam K um corpo ordenado e X um subconjunto nao vazio de K.
Dizemos que X é

(i) limitado superiormente em K quando existe b € K tal que x <b
para todo x € X. Neste caso, dizemos que b é uma cota superior de
X;

(ii) limitado inferiormente em K quando existe a € K tal que a < x
para todo x € X. Neste caso, dizemos que a é uma cota inferior de
X;

(iii) limitado em K quando existe ¢ € K tal que |z| < ¢ para todo x € X.

Exemplo 2.3.1. O conjunto {x € Q; = < 1} é limitado superiormente mas
ndo € limitado inferiormente em Q.

Exemplo 2.3.2. O conjunto {%, n € N} é um conjunto limitado inferior-
mente por 0 e limitado superiormente por 1 em Q e, portanto, limitado.

Exemplo 2.3.3. Se K é um corpo ordenado e a,b € K, entdo o conjunto
(a,b) ={r e K;a<xz<b}

é um conjunto limitado. Em particular, o conjunto (a,b) é limitado em K.
Analogamente, 0s conjnutos

la,b] = {z € K;a <z <b},

(a,b)] ={r e K;a<x<b}

[a,b) ={z € K;a<uz<b}.
sao limitados em K.

Lembramos que Q é um corpo ordenado e que N C Q. Sabemos que N
¢ infinito. Mais ainda, vale

Proposicao 2.3.1. O conjunto dos nimeros naturais € limitado inferior-
mente mas nao ¢ limitado superiormente em Q.
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Demonstragdo. Por definicdo, 1 < n para todo n € N e, portanto, N é
limitado inferiormente em Q. Vejamos agora que N nao é limitado superior-
mente em Q. Suponhamos que exista p/q € Q com p,q € N tal que n < p/q
para todo n € N. Como p € N temos p+ 1 € N. Entao

p+1§8<:>pq+q§q<:>qgi<1.
q p+1
Isto é, 0 < g < 1, o que é um absurdo! Assim, N nfo ¢é limitado superior-
mente em Q. ]

Note que a proposigao anterior nos diz que dado p/q € Q, existe n € N
tal que p/q < n.

Proposicao 2.3.2. Seja K um corpo ordenado. As seguintes afirmagoes
sao equivalentes:

(a) N nao € limitado superiormente em K ;
(b) para todos a,b € K, a > 0, existe n € N tal que n.a > b;
(c) para todo a € K, a > 0, existe n € N tal que 0 < % < a.

Demonstragao. (a) = (b)

Dados a,b € K com a > 0, temos que g € K. Como N nio é limitado
superiormente, existe n € N tal que g < n. Dai, n.a > b.

(b) = (c)

Basta tomar b =1 € K em (b).

(b) = (©)

Suponhamos que N seja limitado superiormente. Seja b € K uma cota
superior de N. Como b > 0, entao % eKe % > 0. Por (c), existe n € N tal
que 0 < % < % e dai b < n. Isto contradiz o fato de b ser uma cota superior
de N. Portanto, N nao ¢é limitado superiormente. O

Dizemos que um corpo ordenado K é arquimediano quando vale uma
(e, portanto, todas) das trés propriedades em K. A Proposigdo 2.3.1 nos
diz que Q é um corpo ordenado arquimediano.

Sejam K um corpo ordenado e X um subconjunto nao vazio de K.
Dizemos que b € K é o supremo de X quando b é a menor das cotas
superiores de X, isto é,

(1°) = < b para todo x € X;
(2°) se c € K é tal que = < ¢ para todo z € X, entdo b < c.

A segunda condigao é equivalente a:

se ¢ < b, entdo existe x € X tal que c < x
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ou
para todo € € K, € >0, existe x € X tal que b —e€ < .

Denotamos sup X = b para indicar que b é o supremo de X. Dizemos que
a € K é o infimo de X quando a é a maior das cotas inferiores de X, isto
¢,

(1°) a < x para todo = € X;

(2°) se c € K é tal que ¢ < x para todo = € X, entdo ¢ < a.

A segunda condicao é equivalente a:

se a < ¢, entdo existe x € X tal que = < c

ou
para todo e € K, ¢ >0, existe z € X tal que x < a+e.

Denotamos inf X = a para indicar que a é o infimo de X.
Exemplo 2.3.4. Em Q, inf N = 1. Note que inf N € N,

Exemplo 2.3.5. Considerando X = {z € Q;z < 1} C Q, temos que
sup X = 1. Observe que sup X ¢ X.

Exemplo 2.3.6. Sabendo que o corpo ordenado Q € arquimediano, vemos
que Y = {%,n € N} € Q € tal que inf Y =0 esupY = 1. Neste caso,
supY €Y einf Y €Y.

Exemplo 2.3.7. O conjunto Z = {x € Q; x > 0, 22 < 2} C Q € limitado
superiormente mas ndo tem supremo em Q. De fato, sup Z = b onde b> = 2
mas sabemos que nao existe b € Q nessas condigoes.

Seja K um corpo ordenado. Dizemos que K é completo quando para
todo subconjunto nao vazio X de K limitado superiormente em K, tem-se
sup X € K. Observe que considerando Y = {—z; x € X} temos que X é
limitado superiormente em K se, e somente se, Y é limitado inferiormente
em K. Neste caso, sup X = —inf Y, quando existem. Portanto, vale a
seguinte

Proposicao 2.3.3. Um corpo ordenado K é completo se, e somente se, para
todo subconjunto ndo vazio X de K limitado inferiormente em K, tem-se
inf X € X.

O exemplo [2.3.7 nos mostra que o corpo ordenado arquimediano Q nao
¢é completo.

Axioma: Existe um corpo ordenado completo denotado por R, chamado
o conjunto dos numeros reais e que contém Q.

E claro que R tem infinitos elementos ji que contém o conjunto dos
nimeros naturais.

Seja X um subconjunto nao vazio de R. Dizemos que X é denso em R
quando para todos a,b € R, a < b, temos [a,b] N X # 0.
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Proposicao 2.3.4. Q e R\ Q sdo densos em R.

Demonstragdo. Sejam a,b € R tais que a < b.

Vejamos que [a,b] N Q # 0.

Como R é arquimediano, existe pg € N tal que ,pi < b—a. Do fato de Z
nao ser limitado superiormente, existe m € Z tal que b < . Assim,

A={neZ;b< 2}
Po

é um subconjunto ndo vazio de Z limitado inferiormente em R e, portanto A
tem um menor elemento o qual denotaremos por ng. Entdo "= < p < po
Sea<"%—01<btemos”‘;3—o1 [ab]ﬂ@edal[ab]ﬂ(@#@. Agora, se

< a, como b < 0 temos b —a < ™0 _(no=1) _ 1
0 po __ po’

devido a escolha de pg. Portanto, Q é denso em R.
Vejamos que [a,b] N (R\ Q) # 0.

Temos que v2 € R\ Q e v2 > 0, demodoque%<%. Mas Q é

denso em R e dai existe r € Q tal que f <r< f ou seja, a < ryv/2 < b.
Portanto [a,b] N (R\ Q) # 0 pois 7v/2 € R\ Q. O

Terminaremos esta sessdo provando que R é nao enumeravel. Para isto
precisamos do seguinte

no—1 o que é um absurdo

Lema 2.3.1. Sejam I, = [ay,b,] C R tais que 1,41 C I, para todo n € N.
Entao N,en In = [a,b] onde

a =sup{an;n € N} e b=inf{b,; n € N}.
Em particular, Npen In # 0.
Demonstragdo. Por hipétese, I,41 C I, donde segue
a1 <a<...<a,<b,<...<by <l

para todo n € N. Isto nos mostra que o conjunto A = {a,;n € N} é
limitado superiormente em R e como R é completo temos que a = sup A € R.
Analogamente, o conjunto B = {b, ; n € N} é limitado inferiormente em R
e dai b =inf B € R. Vejamos que a < b.

Fixe m € N. Se n € N é tal que m > n, entdo a,, < b,, <b,. Por outro
lado, se m < n, entdao a,, < a, < b,. Em qualquer um dos casos temos
am < by. Isto significa que todo a,, é uma cota inferior de B e dai a,, < b.
Além disso, segue dai que b é uma cota superior de A e, portanto, a < b.

Por fim, vejamos que M,y In = [a, b].

Como a, < a < b < by, para todo n € N, temos [a,b] C Nyenl,. Por
outro lado, se x € Npenly, entdo a, < x < b, para todo n € N. Ou seja, =
é uma cota superior de A e uma cota inferior de B e assim a < x < b. Logo
Mnenn C [a,b]. Portanto ,cn In = [a, b]. O
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Teorema 2.3.1. O corpo ordenado completo R nao é enumerdvel.

Demonstragiao. Suponhamos que R seja enumeravel. Entdo R = {z1, 25 ...}
onde os x, € R sdo dois a dois distintos. Construimos intervalos encaixantes
da seguinte maneira:

I = [a1,b1] tal que z1 ¢ I,

I = [ag,bo] tal que Io C I} e xo & Io,
I3 = [ag,bg] tal que I3 C Iy e x3 §é I3,

continuando com este processo temos I, = [an,by], Int1 C I € x, ¢ I,
para todo n € N. Pelo lema anterior, N,enI, # 0, isto é, existe x € I, tal
que x # x, para todo n € N. Portanto, = ¢ {z,;n € N} = R, absurdo!
Assim, R néo é enumeravel. O

Segue direto do teorema anterior que o conjunto R\ Q néo é enumeravel.
Corolario 2.3.1. O intervalo [0,1] C R ndo é enumerdvel.

Demonstrag¢io. Se [0,1] fosse enumeravel, para todo n € Z, o intervalo
[n,n + 1] seria enumerdvel ja que a funcdo f, : [0,1] — [n,n + 1] definida
por fn(x) =z + n para todo z € [0, 1] é bijetiva. Mas R = Upez[n,n+1] e
como a unido de enumeraveis é enumeravel teriamos que R é enumeravel, o
que é um absurdo. Portanto, [0, 1] ndo é enumeravel. O

Corolario 2.3.2. Sejam a,b € R com a < b. Entio [a,b] C R nado ¢
enumerduvel.

Demonstragio. Segue do fato que a funcao f : [0,1] — [a,b] onde f(z) =
(1—z)a+xb para todo = € [0, 1] é bijetiva e que [0, 1] ndo é enumerdvel. [
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Sequéncias de Nimeros
Reais

3.1 Limites de Sequéncias

Uma sequéncia de nameros reais é uma funcdo x : N — R. A sequéncia
é denotada por (zy,)nen ou () onde z, = z(n) para todon € N é chamado o
n-ésimo termo da sequéncia. O conjunto {z, ; n € N} é chamado o conjunto
dos valores da sequéncia (zy,).

A partir de agora, o termo sequéncia ja esta subentendido que é uma
sequéncia de nimeros reais.

Dizemos que uma sequéncia (z,,) é

(i) limitada superiormente quando existe b € R tal que z,, < b para
todo n € N;

(ii) limitada inferiormente quando existe a € R tal que a < z, para
todo n € N;

(iii) limitada quando existe ¢ € R tal que |z, | < ¢ para todo n € N;
(iv) crescente quando z, < x,4; para todo n € N;
(v) estritamente crescente quando z, < z,4+1 para todo n € N;

(vi) decrescente quando =41 < x, para todo n € N;
(vii) estritamente decrescente quando z,41 < z,, para todo n € N;
(viii) mondétona quando é crescente ou decrescente.

Exemplo 3.1.1. A sequéncia constante x, = 1 para todo n € N € limitada.

Exemplo 3.1.2. (%) é uma sequéncia estritamente decrescente e limitada.



18 3. SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

Exemplo 3.1.3. Seja a > 1 e considere a sequéncia x, = a" para todo
n € N. Entao (a™) é uma sequéncia estritamente crescente e limitada infe-
riormente mas ndo € limitada superiormente.

Sejam () uma sequéncia e L € R. Dizemos que (x,) converge para
L quando n tende para +o00, e denotamos lim x,, = L, se dado € > 0, existe
no € N tal que para todo n > ng temos |z, — L| < e. Simbolicamente,

limz, =L <= (Ve >0,3ng € Ny n>ng = |z, — L| <e).

Costuma-se denotar também limz, = L; lm x, = L; z, — L. Uma
neN n——+o00

sequéncia (x,) que converge para L € R diz-se convergente e, neste caso,
dizemos que L é o limite da sequéncia (z,,). Caso contrario, diz-se divergente.

Proposigao 3.1.1. (Unicidade do Limite) O limite de uma sequéncia con-
vergente € unico.

Demonstragio. Sejam (x,) uma sequéncia e L, M € R tais que limz,, = L
e limx, = M. Dado € > 0, existem ni,no € N tais que se n > nq, entao
|z, — L| < €; e se n > ng, entdo |z, — M| < e. Tome ng = max{ni,n2}. Se
n > ng, entdo |z, — L| < € e |x, — M| < e. Dai

L — M| < |zn — L| + |z — M| < 2¢.

Assim, para todo € > 0, temos |L — M| < 2e. Se L # M, para € = ‘L;QM|
temos |L — M| < 2‘L_2M|, ou seja, 1 < 1, o que é um absurdo! Portanto,
L=M. ]

Proposicao 3.1.2. Seja (z,) uma sequéncia convergente. Temos que (xy,)
converge para L se, e somente se, todo intervalo aberto de centro L e raio
maior que zero contém todos os termos da sequéncia (x,) exceto talvez um
numero finito de termos.

Demonstracdo. Exercicio. ]
Proposicao 3.1.3. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragdo. Suponhamos que limz, = L € R. Em particular, apra
e = 1, existe ng € N tal que se n > ng temos |z, —L| < 1. Entao |z,| < 1+|L|
para todo n > ng. Por outro lado, tomando b = max{|z1|,...,|zn,—-1|}
temos |z;| < ¢ para todo ¢ = 1,...,n9 — 1. Assim, para ¢ = max{1 + |L|, b}
segue que |z,| < ¢ para todo n € N. Portanto (x,) é limitada. O

Note que a reciproca da proposicao anterior nao é verdadeira. Por exem-
plo, a sequéncia z, = (—1)" para todo n € N ¢ limitada mas é divergente.

Proposigao 3.1.4. Seja (z,,) uma sequéncia mondtona. Entdio (x,) € con-
vergente se, e somente se, (x,) € limitada. Mais precisamente,
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(a) se (xn) € crescente e limitada superiormente, entdo

lim x,, = sup{z,; n € N};

(b) se (xy) € decrescente e limitada inferiormente, entdo

limz,, = inf{z,; n € N}.

Demonstragdo. A ida segue da proposicdo anterior. Agora, suponhamos
que (x,) é crescente e limitada superiormente. Seja L = sup{z,; n € N}.
Vejamos que limz,, = L. Fixemos ¢ > 0. Como L = sup{z,;n € N},
existe ng € N tal que L — e < x,, < L. Por hipétese, (x,) é crescente e dai
Tny < Xn para todo n > ng. Assim L — € < zp, < zp, < L < L + € para
todo n > ng. Ou seja, |z, — L| < € para todo n > ng. Dai limz, = L.
Analogamente, prova-se o caso decrescente. O

1
Exemplo 3.1.4. A sequéncia <> ¢ estritamente decrescente e limitada
n

(inferiormente) e, portanto,
1 1
lim:inf{;nEN} =0.
n n

Exemplo 3.1.5. Seja a € (0,1) e considere a sequéncia x, = a™ para todo
n € N. Vemos que (a™) é uma sequéncia estritamente decrescente e limitada
inferiormente de modo que

lima" = inf{a"; n € N} = 0.

Com efeito, dado € > 0, como R ¢ arquimediano, existe ng € N tal que
(%)"0 > % Ou seja, a™ < €. Portanto, dado € > 0, se n > ng temos
0<a™<eg, isto €, |a"] < e.

Exemplo 3.1.6. Dado a > 1, a sequéncia x, = a™ para todo n € N é mo-
notona crescente e ndo é limitada superiormente e, portanto, é divergente.

Exemplo 3.1.7. A sequéncia x, = n para todo n € N ndo é limitada e
assim € divergente.

Proposicao 3.1.5. Seja (x,) uma sequéncia tal que limzx, = L € R. Se
M € R € tal que M < L, entdo para todo n suficientemente grande tem-se
M < xy, isto €, existe ng € N tal que M < x,, para todo n > ng. Analoga-
mente, se L < M, entdo x, < M para todo n suficientemente grande.

Demonstragiao. Dado e = L— M > 0, existe ng € N tal que |z, —L| < L—M
para todo n > ng. Entao

|z, —L|<L-—M = L—(L—-M) <z, = M<z,.

para todo n > ng. Assim, M < x,, para todo n > ng.
A outra afirmacdo se prova analogamente. O
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Em particular, tomando M = 0 na proposi¢do anterior, temos que se
limzx, = L > 0, entdo x, > 0 para todo n suficientemente grande. Analo-
gamente, se limz, < 0, entdo x, < 0 para todo n suficientemente grande.

Corolario 3.1.1. Sejam (x,,) e (yy) sequéncias e L, M € R tais quelim z,, =
L elimy, = M. Se x, < y, para todo n suficientemente grande, entdo
L < M. Em particular, se x,, < M para todo n suficientemente grande,
entdo L < M.

Demonstragido. Com efeito, se M < L, entdo existe ¢ € R tal que M < ¢ <
L. Pela proposicao anterior, teriamos y, < ¢ < x, para todo n suficiente-
mente grande, o que contradiz a hipdtese. O

No teorema anterior, se x,, < y,, entdo nao pode-se concluir que L < M.

Basta tomar como exemplo z, =0 e y, = %

Proposicao 3.1.6. (Teorema do Sanduiche) Sejam (xy,), (yn) € (2n) sequén-
cias tais que T, < Yy, < z, para todo n suficientemente grande. Se lim x,, =
limz, = L € R, entdo limy,, = L.

Demonstragdo. Por hipotese, existe n; € N tal que z,, <y, < 2z, para todo
n > n1. Dado € > 0, existem ng,ng € N tais que

L—e<uz, <L+ ¢ para todo n > ns

L —e< 2z, <L+ ¢ para todo n > ns.
Seja ng = max{ni,n2,n3}. Para n > ny temos
L—e<z,<yn<z,<L+e¢
isto é, |y, — L| < e. Poranto, limy,, = L. O

Proposicao 3.1.7. Seja (x,) uma sequéncia tal que limx,, = 0. Se (y,) €
uma sequéncia limitada, entdo lim x,y, = 0.

Demonstragio. Existe M > 0 tal que |y,| < M para todo n € N. Dado
€ > 0, existe ng € N tal que |z,| < {7 para todo n > ng. Assim

€
|xnyn| = |xn||yn| < MM =€

para todo n > ng. Logo lim x,y, = 0. ]

Proposicao 3.1.8. Sejam (zy) e (yn) sequéncias tais que limz, = L € R
elimy, = M € R. Entao

(a) lim(x, +yn) = L+ M;
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(b) limz,y, = LM;

n L
(c) lim 2% = i desde que M # 0.

n

Demonstragdo. Exercicio. O

1
Exemplo 3.1.8. Fizado p > 0, a sequéncia (p) € convergente pois é
n

1/p
1
decrescente e limitada. Mas dado € > 0, existe ng € N tal que ng > (>
€
1
(por qué?). Assim, para todo n > ng, temos que 0 < v < €, ou seja,

o1
lim — = 0.
np
Exemplo 3.1.9. Seja a > 0. Mostraremos que lim {/a = 1.
Separemos em casos: Se a > 1, seja v, = ¥Ya —1 > 0 para todo n € N.
Pela Desigualdade de Bernoulli, temos

—1
a=14+z,)">14nz, = 0<14+nz,<a = O<xn<aT

para todo n € N. Pelo Teorema do Sanduiche, seque que limx, = 0 e dai
lim /a = 1.

Se 0 < a <1, defina x, =1 — {/a para todo n € N. Fazendo de modo
andlogo ao caso a > 1, mostra-se que lim /a = 1.

O caso a =1 € dbvio!

Portanto, em qualquer um dos casos temos

lim {/a = 1.

Exemplo 3.1.10. Vejamos que lim {/n = 1.
Seja x, = Yn—1> 0 para todo n € N. Pelo Binomio de Newton, temos

n=14z,)" = Zn: (Z)xf; > 71(712_1):5,21

k=0

para todo n € N. Dai

-1 2
n(n2)xi n = 0<x, <

IN

n—1

para todo n > 2. Pelo Teorema do Sanduiche seque que limz, = 0 e,
portanto,

lim {/n = 1.
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Proposigao 3.1.9. Seja (x,) uma sequéncia tal que x,, > 0 para todon € N.

. Tp41 U
Se lim =" = ¢ < 1, entdo limz,, = 0.
T,
Demonstracdo. Exercicio. O

k
Exemplo 3.1.11. Sejaa > 1 e k € N. Temos que limn—n =0.
a

nk Tpil 1\*
De fato, seja xn = — para todo n € N. Entao ntl (1 + >
a n

Tn
dai

N*1 1
limxm_1 = lim (1+) —=-<1.
Ty n/) a a

1
—e
a

Pela proposicao anterior seque que limx, =0 e dat

nk

n

Exemplo 3.1.12. Se a > 1, entdo lim a—' =0.

n!
a” T a
Com efeito, defina x,, = — para todo n € N. FEntdo ntl _ e
n! Tn, n+1
asstm . a
lim =2 = —0<1
Ty n+1

donde pela proposicao anterior segue que limx, = 0, ou seja,
n

lim — = 0.
n!

Exemplo 3.1.13. Para a € (0,1), defina a sequéncia
1— n+1
xn:1+a+a2+...+a":%

—a

para todon € N. E claro que () € crescente. Além disso, para todon € N,
temos
|1 _ an+1| 1

<

l—-a ~1-a

|zn| =

e, portanto, (x,) é convergente. Mas

n+1
lim(ll—xn>:lima =0

- 1-a
e dai 1
lim(1+a+a®+...+a") =
1-a
1
Na verdade, se |a| < 1, entdo lim(1+a +a?...+ a") = T Denotando
—a
de outra forma
o0 m 1
n pu— 1. n =
Z a im Z a T
n=0 n=0
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Exemplo 3.1.14. Vamos estudar a sequéncia

1 1
Tp=14+14+—4+...+=
2! n!

para todo n € N. Claramente esta sequéncia é crescente. Vejamos que é

limitada. De fato, para todo n € N, temos que n! > 2"~! e entdo

1—(3)"
L TAN g
1-3 = 1-

1 1
2§$n§1+1+§+27+..+ <1+ =3.

. n—1 — 1
2 2

Portanto, (x,,) é convergente e seu limite é dado por

2! n!

Observe que 2 < e < 3. Na verdade, e = 2,7182.... Denotando de outra
forma

1 1
1im<1+1+—|—...+):€€R.

o) 1 . m 1
;)m:hmz;om:e
n= n=

Exemplo 3.1.15. Seja a sequéncia

\" 1\"
e 1o (5
n n

para todo n € N. Vejamos que limy,, = e. Note que

w = () -5 6)6) -

1 —-1) 1 -1 —-2)...11
n 2! n n! nn
1 1 1 1 -1
- 1+1+(1—>+”.+<1—)”<1—n )<
21 n n! n n

1 1
< 14+414+=+...+—.
21 n!

para todo n € N. Dai 0 < y, < 3 para todo n € N. Claramente (x,) é cres-

1 1
cente e, portanto, limz, = L € R. Como lim (1 + 1+ a0 + ...+ |) =e,
! n!

seque que L < e. Por outro lado, para n > p temos

1 1 1 1 -1
T, > 1+1+(1—)+“.+(1—>“«ﬁ—p )
2! n p! n n

de modo que

1 1
L=limz,>14+14+—=4+...+—.
2! p!

Como isto vale para todo p € N, seque que e < L. Concluimos que L = e,

isto €,
1 n
lim (1 + ) =e.
n
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|
Exemplo 3.1.16. Vejamos que lim % =0.
n

n!
Com efeito, seja xn, = — para todo n € N. Assim
n

n
Tl n B 1
Ty, _(n+1> _< )”

1
1+
e dat 1 1
lim 2L — fim =<1
x e
" (1 + }1)
Portanto,
!
lim — = 0.
nTL

3.2 Subsequéncia de uma Sequéncia

Dada uma sequéncia x = (z,,), uma subsequéncia de x é a restrigao
da funcdo z a um subconjunto infinito N’ = {n; < ng < ... < np < ...}
Denotamos 2’ = (zy,)nen’ Ou (2p, ) para indicar a subsequéncia de (z,,).

Por exemplo, se z = (z,,) é uma sequéncia, entdo (r2,) e (T2,—1) sdo
subsequéncias x.

Lembre-se que N’ C N ¢ infinito se, e somente se, nao é limitado em N,
isto é, para todo n € N existe ny € N’ com ng > n.

Proposicao 3.2.1. Toda subsequéncia de uma sequéncia convergente é con-
vergente. Mais precisamente, se (x,) é uma sequéncia tal que limx, = L e
(xn,) € uma subsequéncia de (xy,), entdo limx,, = L.

Demonstragio. Seja (zp,) uma subsequéncia de (x,) e suponhamos que
limz, = L. Fixemos ¢ > 0. Existe ng € N tal que |z, — L| < € para
todo n > ng. Como {ny; k € N} nao é limitado em N, existe kg € N tal que
ng, > ng. Mas ni41 > ny para todo k € N e dai ny > ng para todo k > ko.
Portanto |x,, — L| < € para todo k > ko. Assim, limxz,, = L. O

Seja (zy,) uma sequéncia. Dizemos que a € R é um valor de aderéncia
de (xy) quando existe uma subsequéncia (x,, ) de (z,) tal que lim z,, = a.

Exemplo 3.2.1. Se (z,) é uma sequéncia convergente a L € R, entdo L é
o unico valor de aderéncia de (xy,).

Exemplo 3.2.2. A sequéncia z, = (—1)" para todo n € N tem como inicos
valores de aderéncia 1 e —1.

Proposicao 3.2.2. Sejam a € R e (z,,) uma sequéncia. Entdo a é um valor
de aderéncia de (x,,) se, e somente se, todo intervalo aberto centrado em a
de raio € > 0 contém um ndmero infinito de termos de (xy,).

Demonstracdo. Exercicio. O
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3.3 Limite Superior e Limite Inferior

Seja (x,) uma sequéncia limitada. Para cada n € N, definimos os con-
juntos

Xn =A{xn, Tnt1,...} ={z; k> n}.

Como cada X, ¢ limitado, sejam

a, = inf X,, = égixk e b,=sup X, = 2up$k (3.1)
2 >n

para todo n € N. Mais ainda, as sequéncias (a,,) e (b,) sdo limitadas. Além
disso, é claro que X,, 11 C X, para todo n € N e dai (a,) é uma sequéncia
crescente e (b,) é uma sequéncia decrescente. Portanto, (a,) e (b,) sdo
sequéncias convergentes. Sejam a = lima, e b = lim b,. Observe que

a = lim a, = sup a, = sup inf zj (3.2)
neNk2n
e
b= lim b, = inf b,, = inf sup z. (3.3)
neN g>p

Dizemos que a é o limite inferior de (z,) e denotamos liminf =, = a, e
que b é o limite superior de (x,) e denotamos lim sup x,, = b.

Pela definicao, é claro que liminf z, < limsup z,. Por exemplo, se
xy, = (—1)" temos que X,, = {—1,1} para todo n € N e daf liminf z, = —1
e limsup z, = 1.

Proposicao 3.3.1. Seja (zy,) uma sequéncia limitada. Entdo liminf x,, € o
menor valor de aderéncia de (xy) e limsup x, € o maior valor de aderéncia

de ().

Demonstragao. Mostraremos que lim inf z,, é um valor de aderéncia de (x,),
ou seja, que existe uma subsequéncia (z,,) de (x,) tal que limx,, =
liminf x,. Sejam a = liminf z, = lim a,, onde os a,, estdo definidos como

em (3.1). Temos

a; =inf Xj = existe n1 €N ;a1 <z, <a;+1;

. . 1
Gn,4+1 = inf X, 11 = existe ng >n; €N 5 ap,+1 < Tpy < Gpyt1 + 5;

. . 1
Qpot1 = Inf X, 11 = existe ng >n2 €N j apyp1 < Ty < Apyy1 + g;
continuando com este processo, construimos uma subsequéncia (z, ) de (x,,)
tal que

Onp+1 < T+l < Apy4+1 + T
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para todo k € N. Como lim a,, +1 = a, pelo Teorema do Sanduiche segue
que lim z,, = a e, portanto, a ¢ um valor de aderéncia.

Analogamente, mostra-se que b = lim sup x,, = lim b,, onde os b,, estao
definidos como em ¢ um valor de aderéncia de (z,,).

Agora, seja c um valor de aderéncia de (x,,). Logo existe uma subsequén-
cia (zp,) de (xy) tal que lim z,, = c¢. Mas a,, <z, < b, paratodo k € N
e, portanto, a < ¢ < b. Ou seja, a e b sdo, respectivamente, o menor e o
maior valor de aderéncia de (x,,) O

Corolario 3.3.1. Toda sequéncia limitada (z,,) € convergente se, e somente
se, liminf z,, = limsup z,,.

Demonstragio. Seja (x,) uma sequéncia limitada. Se (x,) é convergente,
entdo (x,) tem somente um tunico valor de aderéncia e dai liminf x,, =
lim sup x,. Reciprocamente, suponhamos que lim inf z,, = limsup x,,. Para
todkon € N, a, < z, < b, onde os a, e os b, estdo definidos como em
(3.1). Por hipétese lim a,, = liminf z, = limsup z,, = lim b, e dai (z,,) é
convergente. [

Teorema 3.3.1. (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limi-
tada possui uma subsequéncia convergente.

Demonstragio. Se (x,) é uma sequéncia limitada, como vimos limsup z,
existe e é o maior valor de aderéncia de (x,) e dai existe uma subsequéncia
de (z,,) que converge para limsup x,. O

3.4 Sequéncias de Cauchy

Dizemos que uma sequéncia (x,) é de Cauchy quando para todo € > 0
existe ng € N tal que |z, — x,,| < € para todos n,m > ny.

Proposicao 3.4.1. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragdo. Se lim x, = L € R, entao dado € > 0 existe ng € N tal que
|z, — L| < § para todo n > ng. Entao tomando n,m > ng, temos

|zy, — 2| < |zn — L| + |zm — L] <e.
Portanto, (x,) é de Cauchy. O
Proposicao 3.4.2. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragio. Se (xy,) é de Cauchy, entdo existe ng € N tal que |z, — | <
1 para todos m,m > ng. Em particular, temos |z,| < |z,,| + 1 para todo
n > ng. Tomando ¢ = max{|z1],...,|ZTne—1],|Zn,| + 1} segue que |z,| < ¢
para todo n € N, ou seja, (x,) é limitada. O
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Proposicao 3.4.3. Toda sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia
convergente € convergente.

Demonstragao. Seja (x;,,) uma sequéncia de Cauchy e suponhamos que exista
uma subsequéncia (z, ) tal que lim z,, = L € R. Vejamos que lim z,, = L.
Fixemos e > 0. Existem ng,ko € N tais que |z, — x| < § para todos
n,m > ng e |r,, — L| < § para todo k > kg. Tomemos N = max{no, ko}.
Observe que k > n; para todo k£ € N. De fato, para k = 1, é claro que
1 < my. Suponhamos verdade para alguma k, isto é, k < ng. Vejamos que
vale para k + 1. Como k < np < ngy1 e ng+1,n, € N, entdo k+ 1 < ngqq.
Assim se k > N, entao ny > N e dai [z — z,,| < 5. Entao

|z, — L| < |2k — 2, | + |20, — L] <e.
Entédo lim x, = L. O

Corolario 3.4.1. Uma sequéncia é convergente se, e somente se, é de Cau-
chy.

Demonstragio. Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy. Logo (z,,) é limitada e
pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass possui uma subsequéncia convergente.
Pela proposigdo anterior segue que (x,) é convergente. A reciproca é a

Proposigao [3.4:1} O

3.5 Limites Infinitos

Seja (z,,) uma sequéncia. Dizemos que lim z, = +oo quando dado € > 0
existe ng € N tal que z,, > € para todo n > ng. Analogamente, dizemos que
lim x, = —oo quando dado € > 0 existe ng € N tal que z,, < —e para todo
n > ng.

Proposicao 3.5.1. Sejam (xy,) e (yn) sequéncias de nimeros reais.

(a) Selim z, = lim y, = 400, entdo lim(x, + y,) = +o00;

(b) Selim x, = 400 ey, > ¢ > 0 para todon € N, entao lim x,y, = +00;
(¢) Selim x,, = 400, entdo lim az, = +oco para todo a > 0;

(d) Se lim z,, = 400, entdo lim ax, = —oco para todo a < 0;

(e) Se x, > ¢ > 0 para todo n € N, y, > 0 para todo n € N mas

lim y, = 0, entdo lim In _ 400,
Yn

(f) Se (z,) € limitada e lim y,, = 400, entdo lim n _.
Yn

Demonstragdo. Exercicio. O
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Vale o mesmo resultado com lim z,, = lim y,, = —o0, com as devidas
modificagoes.
Observe que se lim x,, = lim y, = 400, nada podemos afirmar sobre

lim(x,, — y,,) e lim In (exemplos?).

3.6 Séries de Numeros Reais

Seja (x,,) uma sequéncia. Definimos uma nova sequéncia (s,) onde

S1 = XT1
So =81+ x2 =21+ X2
S3 =89+ x3 =21+ T2 + T3

Sn =8p—-1+Tp=x1+...+2,

para todo n > 2. A expressdo . x, é dita uma série numérica e os
numeros s, sdo chamados as somas parciais de > x,. A parcela x, é o
n—ésimo termo ou termo geral da série.

Exemplo 3.6.1. > 0> L =1+1 41+ 414 ..
Exemplo 3.6.2. 20202%:14_%4_%4_.“4_2%_’__“
Exemplo 3.6.3. Y% n?2=1+4+9+...+n%+...

Seja Y x, uma série. Dizemos que a série é convergente quando a
sequéncia das suas somas parciais (s,) é convergente. Isto é, existe L € R
tal que para todo € > 0, existe ng € N tal que

n
Zxk — L
k=1

para todo m > mg. Neste caso, denotamos > z, = L. Se (s,) diverge,
dizemos que a série Y x, é divergente.

<€

Exemplo 3.6.4. Se |a| < 1, entdo Y 7> qa™ = lfla (série geométrica,).

Exemplo 3.6.5. Sabemos que Y o % = e pois lim(1+1+%+. . +%) =e.
Exemplo 3.6.6. A série Y.°°,(—1)"! ¢ divergente pois a sequéncia das
suas somas parciais possui duas subsequéncias que convergem para pontos

diferentes, a saber lim sgp, = 0 e lim sgp 41 = 1.

Exemplo 3.6.7. A série > 72, m é convergente. Com efeito, note que
para todo n € N
(1 1>+(1 1>+<1 1)+ +<1 1 ) 1 1
S — _ = —_ — — - — “ e - - -
" 2 2 3 3 4 n n+l1 n+1
e dai lim s, = 1. Poranto Y .o, ———— = 1. Séries com essa caracteristica

1
n(n+1)
da sequéncia das somas parciais sao ditas séries telescopicas.
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Exemplo 3.6.8. A série 22021% ¢ divergente. De fato, firado n € N,
n > 1, temos

i |
Son = ZE
k=1
_ 1+1+(1+1)+...+( S +1)
2 3 4 2n—1 41 2n
> g+ (prg) et (et o)
2 4 4 2n AL
= 1+1+1+...+2n_1:1+1+1+...+—
2 2 2n 2 2 2
n—vezes
n
= 1+

ou seja, syn > 1+ 5. Fazendo n — +oo temos que lim son = +00. Como
(san) € uma subsequéncia de (sy) seque que (sp) é divergente. Portanto,
Pt % diverge. Esta série é conhecida como a série harmonica.
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Topologia da Reta

4.1 Conjuntos Abertos

Seja A um subconjunto de R. Dizemos que a € R é um ponto interior
de A quando existe € > 0 tal que (a —€,a+¢) C A. O interior de A é
o conjunto dos pontos interiores de A e serd denotado por int A. E claro,
através da definicdo, que int A C A.

Exemplo 4.1.1. E claro que inth = e intR = R.

Exemplo 4.1.2. Se a,b € R com a < b, entio int(a,b) = int[a,b) =
int(a,b] = intla,b] = (a,b).

Exemplo 4.1.3. Todo subconjunto finito de R tem interior vazio.

Exemplo 4.1.4. Como todo intervalo nao degenerado ndo é enumerdvel,
temos que todo subconjunto infinito e enumerdvel de R tem interior vazio.
Em particular, intQ = ().

Seja A um subconjunto de R. Dizemos que A é um conjunto aberto
de R, ou simplesmente um aberto, quando A = int A.

Temos que (), R e (a,b) sdo exemplos de conjuntos abertos de R enquanto
que [a,b) e Q nao sdo conjuntos abertos de R.

O limite de uma sequéncia de numeros reais pode ser reforumlado em
termos de conjuntos abertos: uma sequéncia (x,) converge para a € R, isto
é, lim x,, = a se, e somente se, para todo aberto A contendo a, existe ng € N
tal que z,, € A para todo n > ny.

Proposicao 4.1.1. (a) Se Ay,..., A, sdo conjuntos abertos de R, entao
Niey Ai € um conjunto aberto de R.

(b) Se (Ax)xer € uma familia de conjuntos abertos de R, entao sy, Ax
€ um conjunto aberto de R.
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Demonstragio. (a) Se Niy A; = 0, entdao ()., A; é um conjunto aberto.
Suponhamos agora que (io; A; # 0. Vamos mostrar que (i, A; é aberto,
isto é, Min; A; C int (=, 4i). Seja a € N~ A;. Entdo a € A; para todo
i=1,...,n. Como cada A; é aberto, existe ¢; > 0 tal que (a—¢;,a+¢;) C A;,
para todo i = 1,...,n. Tomando ¢ = min{ej,...,e,} > 0, temos que
(a —€,a+e€) C Ay paratodoi =1,...,nedal (a —€,a+¢€) C (L, 4.
Assim, N, 4; é um conjunto aberto.

(b) Se Uxer, Ax = 0, entdo Uyey, Ax é um conjunto aberto. Suponhamos
que Uyer, Ax # 0. Vamos mostrar que [y, Ay é aberto, ou seja, Uyep, Ax C
int Uyer, Ax. Seja a € Uyer Ax. Logo existe Ao € L tal que a € Ay,. Mas
Ay, ¢ aberto e dai existe € > 0 tal que (a — €,a +¢€) C Ay,. Portanto,
(a—€,a+€) C Uyer Ax, 0 que mostra que ez, Ay é um conjunto aberto. [

Note que a interse¢do de um nimero infinito de abertos pode nao ser um
aberto. De fato, os conjuntos A, = (—%, %) para todo n € N sdo abertos

mas [,y An = {0} néo é aberto.

Proposicao 4.1.2. Seja X um subconjunto de R. Entdo int X € um con-
junto aberto. Além disso, se A é um conjunto aberto contido em X, entdo
A C int X. Mais geralmente, int X € o "maior'conjunto aberto contido em
X.

Demonstracio. A afirmacao é evidente se int X = (). Suponhamos entao
int X # (). Vamos mostrar que int X é um aberto, isto é, que int X C
int(int X).

Seja a € int X. Por definigdo, existe € > 0 tal que (a — €,a +€) C X.
Vejamos que (a — €,a + €) C int X. De fato, fixado ¢ € (a — €,a + €), existe
0 >0 tal que (c—d,¢+6) C (a —€,a+¢€) pois (a — €,a + €) é aberto. Mas
(a—€,a+¢€) C X edai (¢c—d,c+0) C X. Isto significa que ¢ € int X.
Portanto (@ —€,a + €) C int X e isto mostra que int X C int(int X).

Agora, dado A C X aberto, seja a € A. Entdo existe ¢ > 0 tal que
(a—¢e,a+¢) CAC X eassima € int X. Ou seja, A C int X. O

4.2 Conjuntos Fechados

Seja F' um subconjunto de R. Dizemos que a € R é um ponto de
aderéncia de F' quando existe uma sequéncia (x,) em F (isto é, =, € F
para todo n € N) tal que lim z,, = a. O fecho de F' é o conjunto dos pontos
de aderéncia de F e serd denotado por F. E claro, através da definicdo, que
F CF.

Exemplo 4.2.1. E claro que 0 =0 e R = R.

Exemplo 4.2.2. Se a,b € R com a < b, entao (a,b) = [a,b) = (a,b] =
[a,b] = [a,0].
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Exemplo 4.2.3. Como Q e R\ Q sdo densos em R, seque que Q = R e
R\Q=R.

Proposicio 4.2.1. Seja X um subconjunto ndo vazio de R. Entdo a € X
se, e somente se, para todo € > 0 tem-se (a —e,a+¢€)NX # (). Equivalente-
mente, a € X se, e somente se, todo aberto que contém a, contém um ponto

de X.

Demonstragio. Se a € X, entdo existe uma sequéncia (z,,) em X tal que
limx,, = a. Dado € > 0, existe ng € N satisfazendo |z,, — a| < € para todo
n > ng, isto é, x, € (a — ¢,a + €) para todo n > ng. Como (x,) é uma
sequéncia em X, temos que (a —€,a+¢€) N X # (.

Agora, suponhamos que para todo € > 0 tem-se (a — €,a +¢€) N X # ().
Isto significa que, para todo € > 0, existe z. € X tal que |z, — a] < e. Em
particular, para

e =1, existe 1 € X tal que |z1 —a| < 1;

1

1
€= 3 existe o € X tal que |x2 —a| < 3

1 1
e = —, existe x, € X tal que |z, —a| < —
n n

e isto vale para todo n € N. Continuando com este processo, construimos
uma sequéncia (z,) em X tal que lim z,, = a. Portanto, a € X. O

Seja F' um subconjunto de R. Dizemos que F' é um conjunto fechado
de R, ou simplesmente um fechado, quando F = F.

Temos que ), R e [a,b] sdo exemplos de conjuntos fechados de R, en-
quanto que (a,b), Q e R\ Q ndo sao conjuntos fechados de R.

A préxima proposi¢gdo mostra uma relagdo entre os conjuntos abertos e
fechados de R.

Proposicao 4.2.2. Seja X um subconjunto de R. Entdo X é fechado se, e
somente se, R\ X € aberto.

Demonstracao. A afirmacao é clara se X = (). Vejamos o caso em que
X #0.

Seja X um fechado. Se a € R\ X, entdo a ¢ X = X. Daf existe ¢ > 0 tal
que (a —€,a+¢)NX = (). Disto segue que (a —e€,a+¢) C R\ X. Portanto,
a € int(R\ X), ou seja, R\ X é um aberto.

Agora, suponhamos que R\ X é um aberto. Se a ¢ X, entdo a € R\ X.
Assim existe € > 0 tal que (a—€,a+¢€) C R\ X, isto é, (a—e,a+e)NX = 0.
Portanto, a ¢ X. Isto mostra que X C X, ou seja, X é um fechado. O
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E importante mencionar que aberto néo é contrario de fechado (e vice-
versa), ou seja, dizer que um subconjunto de R nao é fechado, nao significa
dizer que é aberto (e vice-versa)! Por exemplo, os intervalos abertos sao
abertos mas nao sdo fechados; os intervalos fechados sdo fechados mas néo
sdo abertos; os intervalos semi-abertos nao siao fechados e nem abertos. Ja
sabemos que () e R sdo exemplos de subconjuntos de R que sdo simultanea-
mente aberto e fechado. Sera que existem outros? (Pesquisem!)

Proposicao 4.2.3. (a) Se Fi,...,F, sao conjuntos fechados de R, entdao
Uis, Fi € um conjunto fechado de R.

(b) Se (F\)xer € uma familia de conjuntos fechados de R, entdo Nycr, Fi
€ um conjunto fechado de R.

Demonstragio. Seguem das Proposigoes e [d:2.2] em conjunto com as
relagdes R\ ULy Fi = M2 (R\ F5) e R\ Myep Fa = Uner R\ F)). o

Note que a uniao de um nimero infinito de fechados pode nao ser um

fechado. Por exemplo, os conjuntos F,, = R\ (—%, %) para todo n € N sao

fechados mas (e Frn = (—00,0) U (0, 4+00) nao é fechado.

Proposicio 4.2.4. Seja X um subconjunto de R. Entdo X é um conjunto
fechado. Além disso, se F' é um conjunto fechado que contém X, entdo
X C F. Mais geralmente, X é o "menor"conjunto fechado que contém X.

Demonstragio. Vamos mostrar que X é um fechado, isto é, que R\ X é um
aberto. A afirmacao é clara se X = ). Suponhamos entao que X # ().

Sea € R\ X, entdo a ¢ X. Daf existe € > 0 tal que (a—e,a+¢)NX =),
isto é, (a —€,a+¢) C R\ X. Vejamos que (a —¢,a +¢) C R\ X. De fato,
fixado ¢ € (a—e€,a+¢), existe 6 > 0 tal que (c—9,c+0) C (a—¢€,a+€) pois
(a—e€,a+¢€) é aberto. Mas (a—e€,a+¢€¢) CR\ X edai (c—6,c+J) CR\ X.
Isto significa que (¢ — §,¢+ ) N X = 0, ou seja, ¢ ¢ X. Consequentemente,
ce€R\ X. Assim, (a —e,a+¢) CR\ X. Entdao R\ X é aberto donde X é
fechado.

Agora, dado um subconjunto fechado F que contém X, seja a € X.
Entao existe uma sequéncia em X tal que limx, = a. Mas X C F, de
modo que existe uma sequéncia em F tal que limx,, = a. Dai x € F = F.
Portanto, X C F. O

Sejam X e Y subconjuntos de R tais que X C Y. Dizemos que X é denso
em Y quando Y C X, isto ¢, todo ponto de Y é limite de uma sequéncia
em X. Equivalentemente, todo intervalo aberto que contém um ponto de
Y, contém um ponto de X.

Exemplo 4.2.4. Jd sabemos que Q e R\ Q sao densos em R. Porém 7 nao
¢ denso em R pois Z = 7.
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Exemplo 4.2.5. Os interalos abertos sao densos nos intervalos fechados
pois (a,b) = [a,b].

Um fato interessante a respeito de qualquer subconjunto de R vem da
segunite proposi¢cdo a qual somente enunciaremos.

Proposicao 4.2.5. Todo subconjunto ndo vazio X de R admite um subcon-
junto enumerdvel e denso em X.

Seja X um subconjunto de R. Dizemos que ¢ € R é um ponto de
acumulagao de X quando a € X \ {a}, isto é, quando existe uma sequéncia
(xn,) em X \ {a} tal que limx,, = a. Da Proposicao vemos que a € R
¢ um ponto de acumulacido de X se, e somente se, para todo € > 0 tem-se
(a—ea+e)N(X\{a}) # 0, ou seja, todo intervalo aberto que contém a,
contém um outro elemento de X. O conjunto dos pontos de acumulacdo de
X serd denotado por X’. Entdo a € X' se, e somente se, a € X \ {a}. E
claro que X’ C X.

Exemplo 4.2.6. Claramente, temos que )/ =0, R’ =R, Q' =R e Z' = 0.
Mais ainda, (a,b)’ = [a,].

Exemplo 4.2.7. Se X = {1;n e N}, entio X' = {0}.

Proposicao 4.2.6. Seja X um subconjunto ndo vazio de R. As sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

(a) a € X';

(b) existe uma sequéncia (r,) em X tal que x,, # Ty, para todos n #m e
limx, = a;

(¢) para todo € > 0, o conjunto (a — €,a+ €) N X € infinito.

Demonstragao. (a) = (b)

Se a € X', entdo para todo € > 0, (a —€,a+€) N (X \ {a}) # 0, ou seja,
existe z. € X tal que 0 < |z, — a| < e. Em particular, para

e =1, existe 1 € X tal que |x1 —al < 1;

e = min{3, |z — al}, existe z2 € X tal que |2 —a| < § e z2 # 1

e = min{},|z2 — al}, existe 23 € X tal que |z3 —a| < 3, x5 # 22 €
T3 # T1;

Continuando com este processo, construimos uma sequéncia (z,) em X
tal que x,, # x,, para todos n # m e limz, = a.

(b) = (c)

Seja € > 0. Por hiptése, existe ng € N tal que |z, — a| < € para todo
n > ng. Ou seja, {x,;n > no} C (a —€,a+¢€)NX. Mas z, # z,, para
todos n # m, de modo que o conjunto {x, ; n > ng} é infinito e, portanto,
(a —€,a+ €) N X é infinito.
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(c) = (a)
Se a ¢ X', entdo existe € > 0 tal que (a —e,a+¢€)N (X \ {a}) = 0. Disto
segue que o conjunto (a—e,a+¢€)NX é finito, o que contradiz a hipétese. [

Corolario 4.2.1. Seja X um subconjunto nao vazio de R. Se X' # 0, entdo
X € infinito.

Demonstragdo. Suponhamos que X’ # (). Entao dado a € X'/, pela proposi-
¢ao anterior temos que (a —1,a+1)N X é um conjunto infinito e, portanto,
X é infinito. O

Proposicio 4.2.7. Se X é um subconjunto de R, entdo X = X U X'.

Demonstracao. A afirmacao é clara se X = (). Vejamos o caso em que
X #0.

Como X C X e X’ C X temos X UX' C X. Por outro lado, dado
a € X e fixado € > 0, temos (a — ¢,a +€) N X # (. Vejamos que a € X
oua € X'. De fato, se a € X, entdo a € X U X'. Mas se a ¢ X, entdo
a¢(a—e,a+e)NX. Dai (a—e,a+e)N(X\{a}) =(a—€,a+€e)NX #0.

Como isto vale para todo € > 0, segue que a € X \ {a}, isto é, a € X'.
Assim a € X U X'. Portanto X ¢ X U X'. O

Usando a defini¢do de conjunto fechado e a proposicao anterior segue o
seguinte

Corolario 4.2.2. Seja X um subconjunto de R. Entdo X € fechado se, e
somente se, X' C X.

A proéxima proposicéo é vista como uma versdo do Teorema de Bolzano-
Weierstrass para pontos de acumulagao.

Proposicao 4.2.8. (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Se X é um subcon-
junto infinito e limitado de R, entdo X' # 0. Noutras palavras, todo sub-
conjunto infinito e limitado de R admite um ponto de acumulagdo.

Demonstragdo. Sabemos que existe £ C X infinito e enumerdvel. Entao
E = {z1,...,2p,...} onde os z, sdo distintos. Desta forma temos uma
sequéncia (z,) em X de termos distintos. Mais ainda, esta sequéncia é
limitada pois X é limitado. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, passando
a uma subsequéncia se necessario, podemos admitir que (z,) é convergente.
Seja limz, = a. Como os termos x, sdo distintos, no maximo um deles
pode ser igual a a. Descartando-o, caso exista, obtemos uma sequéncia de
termos distintos em X \ {a} tal que limz,, = a, isto é, a € X'. O

Seja X um subconjunto nao vazio de R. Dizemos que a € X é um
ponto isolado de X quando a ndo é um ponto de acumulacdo de X, ou
seja, quando existe € > 0 tal que (a —e,a+¢) N X = {a}.
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Por exemplo, todo ntimero inteiro é um ponto isolado de Z mas nao é
um ponto isolado de Q.

A préxima proposicdo, que apenas enunciaremos, relaciona os conjuntos
formados por somente pontos isolados.

Proposicao 4.2.9. Seja X um subconjunto ndo vazio de R. Se todos os
pontos de X sdo isolados em X, entdo X € enumerdvel.

4.3 Conjuntos Compactos

Seja X um subconjunto de R. Dizemos que X é um compacto quando
X é fechado e limitado.

Como exemplos temos que (), [a, b] e todo conjunto finito sdo compactos.
Por outro lado, R, [a, +0), (a,b) e Z nao sdo compactos.

A proposicao a seguir caracteriza os conjuntos compactos de forma sequén-
cial.

Proposicao 4.3.1. Seja X um subconjunto ndo vazio de R. Entdo X €
compacto se, e somente se, toda sequéncia de pontos em X tem uma sub-
sequéncia convergente em X.

Demonstragao. (=) Seja (x,) uma sequéncia em X. Como X ¢é limitado,
pois é compacto, a sequéncia (x,) é limitada e, pelo Teorema de Bolzano-
Weierstrass, existem (x,,) uma subsequéncia de (z,) e a € R tais que
limz,, = a. Mas z,, € X para todo k¥ € N e dai a € X. Mas X é
fechado, pois é compacto, e entdo a € X.

(<) Vejamos que X é fechado. Para isso, seja aX. Entdo existe uma
sequéncia (x,) em X tal que limz, = a. Por hipétese, existe uma sub-
sequéncia (zp, ) de (zy) que converge em X. Mas limz,, = limz, = a e,
portanto, a € X. Logo X C X e dai X é fechado.

Agora, mostraremos que X é limitado. Suponhamos, por absurdo, que
X nao é limitado. Isto significa que para todo ¢ € R, existe x. € X tal que
|zc| > ¢. Em particular, para todo n € N, existe z,, € X tal que |z,| > n.
Mas se (zp, ) é uma subsequéncia de (z,), entéo |z, | > ny para todo k € N
e dai limz,, = +00. Assim, toda subsequéncia de (z,) é divergente, o que
contradiz a hipétese. Logo X ¢ limitado. O

Proposicao 4.3.2. Seja (K,,) uma sequéncia de conjuntos compactos e nao
vazios de R tais que K,, C K, 1 para todo n € N. Entdo NpenK, # 0.

Demonstragio. Seja (x,) uma sequéncia em R onde z,, € K, para todo
n € N. Como K,, C K; para todon € N, temos que (z,,) é uma sequéncia no
compacto K e dai existe uma subsequéncia (x,, ) de (z,) tal que limz,, =
a € K. Vejamos que a € NpenK,. Seja n € N. Como (ng) é crescente,
existe N € N tal que n < nj para todo £ > K. Logo K,, C K, para
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todo k > N. Assim z,, € K, para todo k > N e como K, é fechado,
pois é compacto, limz,, = a € K,. Logo a € K,, para todo n € N, isto &,
a € NpenK,. Ou seja, NpenK, # 0. O
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Funcoes Reais

5.1 Limites

Sejam X um subconjunto nao vazio de R, a € X' e f : X — R uma
funcdo. Dizemos que L € R é limite de f(x) quando x tende para a, e
denotamos lim f(z) = L, quando para toda sequéncia (z,) em X \ {a} tal
que lim z,, = a temos lim f(x,) = L.

As préximas proposicoes, cujas demonstracoes serdo omitidas, segue di-
reto das propriedades de limite de sequéncias junto com a definicdo de limite
de funcoes.

Proposigao 5.1.1. (Unicidade do Limite) Sejam X um subconjunto nédo

vazio de R, a € X' e f : X — R uma fungio. Se lim f(x) = L e lim f(x) =
Tr—a r—a

M, entao L =M.

Proposigao 5.1.2. Sejam X um subconjunto ndo vazio de R, a € X' e

f,9 : X — R funcgoes tais que hglf(m) =Le liglg(x) =M. Se f(x) <
x a r—a

g(x) para todo x € X \ {a}, entio L < M. Em particular, se f(x) < M

para todo x € X \ {a}, entdo L < M.

Proposicao 5.1.3. (Teorema do Sanduiche) Sejam X um subconjunto nao

vazio de R, a € X' e f,g,h : X — R fungoes tais que f(x) < g(x) < h(x)

para todo v € X \ {a}. Se lim f(z) = limh(x) = L, entdo limg(x) = L.
T—a T—a T—a

Proposicao 5.1.4. Sejam X um subconjunto nao vazio de R, a € X' e
f,g: X — R fungoes. Se hl)nf(w) =0 e g é limitada em X \ {a}, entdo
X a

lim /()g(a) = 0.

Proposigao 5.1.5. Sejam X um subconjunto ndo vazio de R, a € X' e
frg: X — R fungoes. Se hl)nf(ac) =Le liglg(a:) = M, entio
r—a r—a

(a) lim (f(z) +g(z)) = L+ M;
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(b) lim f(x)g(x) = LM;

Tr—a

(c) %g%% = % desde que g(x) # 0 para todo x € X \ {a}.

A préxima proposi¢do nos mostra uma definicdo equivalente de limite de
uma sequéncia, através de intervalos aberto.

Proposigao 5.1.6. Sejam X um subconjunto ndo vazio de R, a € X' e
f: X — R uma fungdo. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) lim f(x) = L:

(b) para todo € > 0, existe § > 0 tal que sex € X e 0 < |x —a| < 0, entdo
@) - I <e

Demonstragio. Vejamos que (b) <= (a). Seja () uma sequéncia em X \ {a}
tal que lim z,, = a. Vamos mostrar que lim f(z,) = L. Fixe ¢ > 0. Por (b),
existe d > 0 tal quese z € X e 0 < |x —a| <, entdo |f(z) — L| < e. Como
xn # a para todo n € N e lim x,, = a, existe ng € N tal que 0 < |z, —a| < 4
para todo n > ng. Dal |f(z,) — L| < € para todo n > ng. Portanto,
lim f(x,) = L. Assim vale (a).

Facamos agora (a) = (b). Suponhamos que (b) seja falso. Logo existe
e > 0 tal que para todo § > 0, existe x5 € X com 0 < |z5 —al] < §
e |f(zs) — L| > e. Fixado n € N, tomando § = 1, existe 2, € X com
0<|zn—al <2e|f(zn)—L| > e Assim, construimos uma sequéncia (z,,)
em X \ {a} tal que lim x,, = @ mas lim f(x,) # L. Portanto (a) é falso. [

Note que (b) implica em: para todo € > 0 existe § > 0 tal que
fla—ba+6n(X\{a}) C (L—eL+e).

Observe que ¢é essencial, na definicdo de limite de fungoes reais, supor que
a € X'. Caso contrario, o limite ndo seria tnico. De fato, se a ¢ X', entao
existe g > 0 tal que (a — dp,a+ &) N (X \ {a}) =0 e dai

f((a=d0,a+d0) N (X \{a})) = 0.
Assim, dado L € R e € > 0, temos
f((a=do,a+00) N (X \{a})) C (L —eL+e).
Isto é, ilg}lf(x) = L para todo L € R.

Proposicao 5.1.7. Sejam X um subconjunto nao vazio de R, a € X' e
f: X — R uma funcio. Se hi)nf(a:) = L, entdo existem M >0 ed >0
X a

tais que |f(z)] < M para todo x € (a —d,a+ )N (X \ {a}).
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Demonstragdo. Tomando € = 1, por hipdtese, existe § > 0 tal que se x € X
e 0 < |z —al <0, entdo |f(xr) — L| < 1. Pela Desigualdade Triangular,
|f(z)] < |L| + 1 e tomando M = |L| + 1, temos |f(z)| < M para todo
r€(a—d,a+0)N(X\{a}). O

Exemplo 5.1.1. Fizados a e ¢ em R, é claro que se f(x) =c e g(z) =z
para todo x € R, entdo h_r)n flz)=ce li_r>ng(a:) = a. Seque das propriedades
r—a r—a

de limites que se p é um polindmio, entdo limp(z) = p(a) e que se @ é
T—a q(gj)

T
p(z) p—) O que acontece

. ) o (a
uma fungdo racional com q(a) # 0, entdo lim——= =
v—aq(z)  qla)

. plx)
com lim ——= quando q(a) =07
x—>aq(;p) ( )

1
Exemplo 5.1.2. Seja X =R\ {0}. Temos 0 € X'. Seja f(z) = sen ()
x

2
para todo x € X. Considerando x,, = 7(2 Ty, Para todo n € N, temos
n—1)m

limz, = 0 mas f(zant1) = 1 e f(x2,) = —1 de modo que (f(zy,)) é di-

vergente. Portanto ndo existe f(x). Por outro lado, se g(x) = x para todo
z—0

x € X, entdo f(x)g(x) =0.

z—0
Exemplo 5.1.3. A funcio f(x) = 0 sex € Q el se x ¢ Q ndo tem
limite em nenhum ponto de R. Com efeito, se a € R, sabemos que existem
sequéncias (xzn) e (y,) em Q e R\ Q, respectivamente, tais que x, # a
e Yn # a para todo n € N mas limz, = limy, = a. Por outro lado,
lim f(z,) =0 e lim f(yn) = 1.

5.2 Limites Laterais

Sejam X um subconjunto nao vazio de R e a € X. Dizemos que a é
um ponto de acumulacgao a direita de X quando existe uma sequéncia
(x,) tal que a < x,, para todo n € N e limz,, = a. Analogamente, dizemos
que a ¢ um ponto de acumulagao a esquerda de X quando existe uma
sequéncia (x,) tal que x,, < a para todo n € N e limz,, = a. Denotaremos
por X! e X' o conjunto dos pontos de acumulacio & direita e a esquerda,
respectivamente. Equivalentemente, temos as seguintes defini¢oes:

a€ X, &Ve>0,(a,ate)NX #0

a€X &Ve>0,(a—ea)nNX #0.
Por exemplo, se X é o intervalo aberto limitado (a,b), temos a € X/, e
be X' masa¢ X' eb¢ X,. Agorase X = {2;n € N}, entdo 0 € X/,
mas 0 ¢ X' .
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Sejam X um subconjunto ndo vazio de R, a € X, e f : X — R uma
funcdo. Dizemos que o limite de f(x) quando x se aproxima a direita de a

é igual a L € R, e denotamos 1im+ f(z) = L, quando para toda sequéncia
Tr—a

(zn) em X com a < x, para todo n € N e limz,, = a tem-se lim f(x,) =
L. Analogamente, se a € X', dizemos que o limite de f(z) quando x se

aproxima a esquerda de a é igual a L € R, e denotamos lim f(z) = L,
Tr—a—

quando para toda sequéncia (z,) em X com z, < a para todon € N e
lim z,, = a tem-se lim f(z,) = L.

As demonstragoes das propriedades gerais dos limites da seg¢do 5.1 se
adaptam facilmente para os limites laterais. Em particular vale o seguinte
resultado:

lim f(x) =L <& (Ve > 0,30 >0;Vz € (a,a+0)NX = |f(z) — L| <e¢)

r—a™t

lim f(z)=L& (Ve>0,30 >0;Vz € (a—d,a) N X = |f(z) — L| <e).

r—a~

Vale ainda o seguinte resultado, cuja demonstragao fica como exercicio.

Proposicao 5.2.1. Sejam X um subconjunto nio vazio deR, a € X/ NX' e
f: X — R uma fungio. Entdo lim f(x) = L se, e somente se, lim f(z) =
r—a r—at

lim f(z) = L.

Demonstracio. Exercicio. ]

5.3 Funcgoes Continuas

Sejam X um subconjunto nao vazio de R, a € X e f : X — R uma
funcdo. Dizemos que f é continua em a quando para toda sequéncia (x,)
em X tal que limz, = a temos lim f(z,) = f(a). Equivalentemente, f é
continua em a se, e somente se, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que se
z € X elr—al <d,entdo |f(x) — f(a)] < e. De outra forma, dizemos que
f € continua em a quando para todo intervalo J contendo f(a), existe um
intervalo I contendo a tal que f(I N X) C J. Dizemos que f é continua em
X quando f é continua em todos os pontos de X. Quando f nao é continua
em a, dizemos que f é descontinua em a.

Proposicao 5.3.1. Sejam X um subconjunto ndo vazio de R, a € X e
f: X — R uma funcdo.

(a) Sea € X', entao f é continua em a se, e somente se, hinf(q:) = f(a);
r—a

(b) Se a é um ponto isolado de X, entdo f é continua em a.
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Demonstracdo. Exercicio. ]

Todas as propriedades de limites provadas na secdo 5.1, também sdo vali-
das para fungoes continuas. Em particular, a soma, o produto e o quociente
de fungoes continuas sdo também fungoes continuas em seus dominios. Mais
ainda, polinémios e fun¢oes racionais sdo fung¢des continuas em seu dominio.

Exemplo 5.3.1. A fun¢io definida por f(x) = x sen (%) sex #0 e f(0) =
0, ¢ uma funcdo continua em R.

Exemplo 5.3.2. Defina f(z) = 0 se x € Q e f(z) = 1, caso contrdrio.
Entdo f € descontinua em todo ponto de R.

Proposicao 5.3.2. Sejam X um subconjunto ndo vazio deR e f: X — R
uma func¢ao continua em a € X. Valem as sequintes afirmacoes:

(a) se f(a) > 0, entdo existe 6 > 0 tal que f(z) > 0 para todo x €
(a—d,a+d6)NX;

(b) se f(a) < 0, entdo existe 6 > 0 tal que f(x) < 0 para todo x €
(a—d,a+d6)NX;

Demonstracdo. Exercicio. ]

A composta de func¢bes continuas também é uma funcao continua em seu
dominio, como veremos a seguir:

Proposicao 5.3.3. Sejam X e Y subconjuntos ndo vazios de R. Sejam
f:X—Reg:Y — R tais que f(X) CY. Se f é continua ema € X e
g € continua em f(a), entao a funcao composta go f é continua em a.

Demonstragao. Seja (xy,) uma sequéncia em X tal que lim z,, = a. Pela con-
tinuidade de f em a, segue que lim f(z,) = f(a). Mas (f(z,)) é uma sequén-
cia em Y e como g é continua em f(a) obtemos lim g(f(z,)) = g(f(a)). Ou
seja, lim(g o f)(z,) = (go f)(a). Isto mostra que go f é continua em a. [

Teorema 5.3.1. Uma funcio f: R — R é continua em R se, e somente
se, f71(A) é um conjunto aberto para todo aberto A de R.

Demonstragio. Seja A um subconjunto aberto de R. Se f~1(A) = (), entdo
é claro que f~1(A) é aberto. Suponhamos que f~1(A4) # 0 e fixemos a €
f~Y(A). Entao f(a) € A. Como A é aberto, existe ¢ > 0 tal que (f(a) —
€, f(a) +€) C A. Pela continuidade de f em a, existe 6 > 0 de modo que

fl(a=d,a+9)) C (f(a)—c¢, fla)+e€) C A

Ou seja, (a — d,a +6) C f~1(A). Portanto, f~1(A) é um aberto. Reci-
procamente, dado € > 0, como (f(a) — €, f(a) + €) é um aberto, por hi-
pétese, f~1((f(a) — ¢, f(a) + €)) é um aberto. Portanto, existe § > 0 tal
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que (a —d,a+6) C f7H(f(a) — ¢ f(a) + ¢€)), isto é, f((a —d,a +9)) C
(f(a) — €, f(a) + €). Isto mostra que f é continua em a e, portanto, f é
continua em R. O

Corolario 5.3.1. Uma funcio f : R — R € continua em R se, e somente
se, f~Y(F) é um conjunto fechado para todo fechado F de R.

Teorema 5.3.2. Seja X um subconjunto nao vazio de R e f : X — R
uma fungdo continua em X. Se X € compacto, entio f(X) é compacto.

Demonstragio. Seja (yy) uma sequéncia em f(X). Entao existe uma sequén-
cia (z,) em X tal que y, = f(x,) para todon € N. Mas como X é compacto,
existem uma subsequéncia (z,, ) de (z,) e a € X tal que limz,, = a. Pela
continuidade de f em X e a € X, segue que lim f(zy,) = f(a). Assim (yn,)
¢ uma subsequéncia de (y,) tal que limy,, = f(a) € f(X). Mostramos
entdo que toda seguéncia em f(X) admite uma subsequéncia convergente
em f(X), isto é, que f(X) é compacto. O

Corolario 5.3.2. Seja X um subconjunto ndo vazio de R e f: X — R
uma fungdo continua em X. Se X é compacto, entdo existem a,b € X tais

que f(a) = inf f(X) e f(b) = sup f(X).

Demonstragio. Como f(X) é compacto, em particular, é limitado, de modo
que inf f(X) e sup f(X) existem em R. Além disso, f(X) é fechado e dai
inf f(X),sup f(X) € f(X). Portanto, existem a,b € X tais que f(a) =
inf f(X) e f(b) =sup f(X). O

Corolario 5.3.3. Seja X € um subconjunto ndo vazio de R e f: X — R
uma fungdo bijetiva. Se X é compacto e f é continua em X, entdo sua
inversa f~1: f(X) — X ¢é continua em f(X).

Demonstragdo. Exercicio.

O
Teorema 5.3.3. (Teorema do Valor Intermedidrio) Seja f : [a,b] — R
uma fungdo continua em [a,b]. Se d é um nimero real que estd entre f(a)
e f(b), entao existe c € (a,b) tal que f(c) = d.

Demonstragio. Provaremos o caso em que f(a) < d < f(b). O outro caso é
analogo.

Note que o conjunto A = {x € [a,b]; f(z) < d} é ndo vazio, pois a € A,
e limitado. Portanto, ¢ = sup A € R. Na verdade, ¢ € [a,b]. Assim f(c) < d.
Vejamos que f(c¢) = d. Suponhamos, por absurdo, que f(¢) < d. Como f é
continua em ¢, tomando ¢y = d — f(c) > 0, existe 6 > 0 tal que para todo
x € (c—3d,c+0)N[a,b] temos | f(z) — f(c)| < €, isto é, f(x) < f(c)+e€o = d.
Mas se zg € (¢,c+9) NJa,b] temos f(z¢) < d donde xp € A e isto contradiz
o fato de ¢ = sup A. Portanto, f(c) = d. Segue dai que a < ¢ < b. O
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Como consequéncia do Teorema do Valor Intermediario, é possivel provar
os seguintes resultados, cujas demonstragoes serdo omitidas.

Corolario 5.3.4. Seja I um intervalo de R e f: I — R uma funcdo. Se
f € continua em I, entdo f(I) é um intervalo de R.

Corolario 5.3.5. Sejam I um intervalo de R e f : I — R uma funcdo
injetiva. Se f é continua em I, entao f é mondtona (isto é, estritamente
crescente ou decrescente) e sua inversa f=' : f(I) — I é uma fungio
continua em f(I).

5.4 Continuidade Uniforme

Seja X um subconjunto ndo vazio de R. Uma fungdo f : X — R é
dita uniformemente continua em X quando para todo par de sequéncias
(n),(yn) em X com lim(z, — y,) = 0 tem-se lim(f(zy) — f(yn)) = 0.

Exemplo 5.4.1. A fungio f: R\ {0} — R definida por f(x) =1 sex >0
e f(z) = —1 se x <0 ndo é uniformemente continua em R\ {0}.

1
Exemplo 5.4.2. Seja f(x) = — para todo x > 0. Embora f seja continua
x
em (0,+00), esta fungao nao é uniformemente continua em (0,+00) pois
tomando x, = % € Yp = % para todo n € N, temos que lim(x,, — y,) = 0
mas lim(f(x,) — f(yn)) = +oo. Portanto, nem toda fungdo continua é
uniformemente continua.

Exemplo 5.4.3. Seja X C R ndo vazio. Um funcio f : X — R € dita
Lipschitziana em X quando existe k > 0 satisfazendo

[f(x) = f(y)| < Klz —y] (5.1)

para todos x,y € X. E claro que toda funcdo Lipschitziana em X é unifor-
memente continua em X. Em particular, a fungdo afim f(x) = ax + b para
todo x € R € Lipschitziana e, portanto, uniformemente continua em R.

1
Exemplo 5.4.4. Vimos no exemplo |5.4.2 que a fungio f(xr) = — ndo €
T

uniformemente continua em (0,400) mas f é uniformemente continua em
todo intervalo da forma [a,+00) com a > 0. De fato, f é uma fungdio
Lipschitziana em [a,+00) com constante k = a%

Proposicao 5.4.1. Seja X um subconjunto ndo vazio de R. A fim de que
a funcio f : X — R seja uniformemente continua em X € mecessdrio e
suficiente que para todo € > 0, exista 6 > 0 tal que se x,y € X e |x—y| <4,

entdo | f(z) — ()] < e.
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Demonstragio. Sejam (x,,) e (y,) sequéncias em X tais que lim(z,—y,) = 0.
Vamos mostrar que lim(f(z,)—f(yn)) = 0. De fato, seja € > 0. Por hipétese,
existe § > 0 tal que se z,y € X e |z — y| < J, entdo |f(z) — f(y)| < e
Mas lim(z, — y,) = 0 e dai existe ng € N tal que |z, — yn| < § para
todo n > ng. Portanto, |f(z,) — f(yn)| < € para todo n > ng. Ou seja,
tim(f () — f(yn)) = 0.

Reciprocamente, suponhamos que exista € > 0 tal que para todo § > 0,
existem x5,y5 € X com |zs — ys| < 6 mas |f(zs) — f(ys)| > €. Para todo
n € N, tomando 6 = 1/n, construimos sequéncias (z,) e (yn) em X com
|2 — Yn| < 2 mas [f(zn) — f(yn)| > €. Desta forma lim(z, — y,) = 0
mas lim(f(zn) — f(yn)) # 0. Portanto, f nao é uniformemente continua em
X. O

A proposicio anterior nos mostra de maneira clara que toda fun¢do uni-
formemente continua é uma fun¢do continua.

Proposicao 5.4.2. Sejam X um subconjunto ndo vazio deR e f: X — R
uma fungdo continua em X. Se X é compacto, entdo f é uniformemente
continua em X.

Demonstragao. Suponhamos que f nao seja uniformemente continua em X.
Dafi existem sequéncias (z,,) e (y,) em X satisfazendo lim(z,, —y,) = 0 mas
|f(zn) — f(yn)| > € para algum € > 0. Como (y,) C X e X é compacto,
passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que limy, =
a € X. Mais ainda, limz,, = a ja que z,, = T, — Yy + Yn para todo n € N.
Pela continuidade de f em X, segue que f é continua em a € X, de modo que
lim f(zy,) = lim f(y,) = f(a) e dai lim(f(zn) — f(yn)) = 0 e isto contradiz o
fato de que |f(zn) — f(yn)| > €. Portanto, f é uniformemente continua em
X. O

Proposicao 5.4.3. Sejam X um subconjunto nédo vazio de R e f: X — R
uma funcao uniformemente continua em X. Se X ¢ limitado, entdo f €
limitada em X.

Demonstragio. Se f nao fosse limitada (digamos superiormente), existiria
uma sequéncia (z,) em X tal que f(xn41) > f(zn)+1 para todon € N. Pela
hipétese de X ser limitado, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, passando
a uma subsequéncia se necessario, podemos supor que lim x,, = a € R. Sendo
Yn = Tp41 para todo n € N, temos que lim(y, —x,) = 0 mas f(y,)— f(z,) >
1 para todo n € N donde lim(f(y,) — f(xn)) # 0 e isto contradiz o fato de
f ser uniformemente continua em X. O
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